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INTRODUÇÃO 
-O espaços tangentes de ordem p , T M , a uma variedade M sao p X 
construidos a partir das derivadas de ordem mais alta. Este con-
ceito e resultados a ele ligados estão fundamentados em W. Pohl 
[26] e E.A. Feldrnan [lO], e remontam a E. Cartan que introduziu 
os espaços osculadores de ordem p n -a uma curva a em R . Estes sao 
definidos como subespaços afins a+ S, onde S é gerado pelas deri-
vadas de ordem até p de a 
Para uma variedade M, mergulhada de modo especial num RN, o 
espaço tangente de ordem p a M num ponto, que é definido abstra 
tamente, pode ser dado corno o gerado por todos os p-espaços oscu-
!adores a curvas em M passando por este ponto. 
Aplicações M ~ N não singulares de ordem p sao as que 
induzem aplicações injetivas de T M em TN p e sao uma extensão 
do conceito de imersão à ordem p. Como exemplo; uma curva em Rn 
sera não singular de ordem n se ela se "curvar" bastante ocupan-
do o espaço todo de modo uniforme. Retas são apenas não singula -
res de ordem 1 . Curvas planas são não singulares de ordem dois se 
tiverem curvatura nao nula. Os pontos de torção nula são as singu-
laridades de ordem 3. 
A existência de aplicações nao singulares de ordem p, tem se 
mostrado muito ligada à geometria global de certas variedades. Ob 
servaremos aqui, vínculos entre esta e o Teorema dos Quatro 
,, 
i i 
vértices; convexidade e propriedade dos dois pedaços. 
Nosso objetivo inicial nesta tese, era o de usar as estrutu-
ras envolvendo derivadas mais altas para abordar, em casos particu-
lares, um problema clássico em Topologia Diferencial,- O de se en 
contrar a codimensão mínima k tal que uma variedade Mn possa 
ser mergulhada em Rn+k. No entanto, o estudo destas aplicações 
n5o singulares mostrou-se muito interessante em si mesmo e o fací 
nio da geometria envolvida foi mais forte,mudando nosso nmn inicial. 
Neste trabalho 1 essencialmente procuramos ob1:er aplicações 
nao singulares de ordem p e analisar seus apectos geométricos. As 
técnicas envolvidas são, em geral, simples e redigimos incluindo 
detalhes e exemplos, visando uma leitura acessível .. 
No Capitulo 1, resumimos os conceitos 11 de ordem p 11 1 que serao 
utilizados. No capitulo 2, construímos curvas fechadas, não sing~ 
res de ordem p em RP. No capitulo 3, definimos a variedade de 
Veronese de ordem p e obtemos aplicações não singulares para es-
feras e projetivos. 
Os principais resultado,::; obtidos neste trabalho aparecem re-
sumidos na introdução dos capítulos 2 e 3. 
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CAPITULO I 
O ESPAÇO TANGENTE DE ORDEM p A UMA VARIEDADE -
APLICAÇÕES NÃO SINGULARES DE ORDEM p. 
§ 1- IntJtoduçâo 
o espaço tangente de ordem p a urna variedade é introduzido 
a partir dos operadores que dão as derivadas parciais de ordem 
até p. Este conceito e outros a ele ligados estão fundamentados 
nos trabalhos de W.F. Pohl [26] e E.A. Feldman [10] 
A primeira construção geométrica envolvendo derivadas de or-
dem mais alta é a dos planos osculadores a uma curva no espaço. O 
conceito de espaços osculadores de ordem p foi introduzido por 
E. Cartan em [ 6 ] : Dada uma curva f : u -----+ n - . R I o p-CSlffiO 
osculador a f em x E u é o olano de Rn gerado pelos 
f(x), f(x) +f' (x), ••. ,f(x) + f(n) (x). 
espaço 
pontos 
O fibrado tangente TM de uma variedade M , dado abstrata -
mente, pode ser realizado localmente, como o fibrado sobre M cu 
jas fibras são os espaços tangentes a M, mergulhada num espaço 
afim. Do mesmo modo, o espaço tangente de ordem p a uma varieda-
de T M se realiza localmente como o fibrado dos espaços oscula-p 
dores de ordem p, quando M é dada como subvuriedudc de um espaço 
afim. T1M será, naturalmente, o fibrado tangente TM. 
' 
•• 
2 
O estudo deste espaço já ê sugerido por A. Weil [33] e al-
guns resultados básicos aparecem em c. Ehresman [ 9] e w. Ambrose-
-Palais-Singer [ 1] . 
O texto de Willian F. Pohl [ 26] dá um tratament:o bem comple-
to ao assunto e traz algumas construçÕes novas, mesmo para primei 
o -
ra ordem. E. Feldman [10] deu prosseguimento a este trabalho e in 
traduziu resultados que permitiram a aplicação destas técnicas 
para resolver problemas "de ordem superior 11 em GeomE!tria Diferen-
cial. Ele se utiliza de argumentos de "posição geral" de H. Whit-
ney e R. Thom e de classes características após extrapolá-los pa-
ra os fibrados de ordem mais alta. 
Seguindo o trabalho de Feldman, especialmente no caso p = 2, 
podemos citar os trabalhos de J. A. Li ttle [ 23] e .A,snerti [ 2] 
com resultados relacionados com a curvatura normal de uma imersão. 
Recentemente, os espaços tangentes de ordem dois, vem apare-
cendo em trabalhos ligados ã Física, como o de C.T. Dodson e M.S. 
Radivoiovici [ 8 1 . 
Neste capitulo colocamos os conceitos e resultado's dados 
em w. Pohl [26] e E.A. Feldman [lO] que serao necessários para os 
capítulos que se seguem. Também acrescentamos resultados posterio 
res a estes trabalhos, ligados ao cálculo de obstrucões a existên 
cia de aplicações não singulares de ordem p . 
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§ 2. O e..t.paç.o t:a.nge.nte. de. oJtde.m p. 
Assumiremos neste trabalho que, salvo mençao em contrário,t~ 
das as variedades e aplL~ações sao 00 c e usaremos os termos dife-
renciável e c~ como sinônimos. 
Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n e u uma 
vizinhança com funções coordenadas X"" (x1 , ••• ,xn}. Seja x E U. 
Tomamos o funcional linear 
f U ~ R diferenciável associa 
= 
ak f ~a7.x-.~.-.~.~a7.x-.--1xl -
1 1 1 k 
I X 
:y 
k --1 a f x 
'ôx . ••• ?lX. 
1 1 1 k 
que cada 
X 
(f) = 
X 
(xlxl l 
f 
R 
4 
w 
Definimos T M como o espaço vetorial {subesr>aço de p '{ 
(c (U,R) ,R)) gerado pelos funciu~;dis , k < p. 
Finalmente, tomamos o fibrado tangente de ordem p 
T M p u 
xEM 
T M p X 
T M e. de.vwminado eópaç.o tange.11te. di! oJtde.m p a M e.m x . p 
Podemos verificar que:_ (Pohl f 26] pg. 176) 
i) T M está bem definido, isto é, não depende da carta p X 
(u,x). 
ii) T M é um fibrado vetorial de dimensão v(n,p), p 
v(n,p) 
Exemplo: Para M ~ R2 In 2 3) ' 2 ~ e p ~ temos que T 3F: e o 
gerado pelos funcionais:-
{-L, 3 32 32 32 33 33 33 33 
-y-
' 
--2, 
--3· 2 2' -3} 
ax1 ax2 ax1 axl ax2 ax2 ax1 axl dx2 axldx2 ax2 
A dimensão de é v(2,3) ~ 9. 
espaço 
Observamos que T1H "" TM 
usuais do espaço tangente) • 
(Coincide com uma das definições 
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§ 3. Sàgul'aüdade de Ond"'n p • 
Temos Tk(M) c Tk+l(M) e um fato importante para desenvolver 
o que se segue e que temos a seguinte sequência exata:-
O -----.. Tk (M) --+ T k+ l (M) -----. Ok+ lT l (ro-i) --+ O 
0k+l 111 
onde Ok+lTl (M) é o k-ésimo produto simétrico de T (M), (Feldman 
I lO l ) . 
A sequência acima admite sempre uma cisão J.iferenciável 
Feldman mostra {f 101 pg. 187-191) que fixada uma conexão O em M 
ela induz de modo único uma sequência de dissecções Dk. Temos en-
tão definida: 
1.3.1. 
1.3.2. Para M c RN com a métrica usual temos a cisão natural 
D que "abandona" os operadores de ordem exatamente k+l. k+l' 
= X p 
6 
Dada uma aplicação entre variedades, conseguimos levantá- la 
de modo natural aos fibrados tangentes de ordem p :·-
Dada 
Df* I {h) 
f {x) 
T M p 
l 
M 
T {f) 
T N p 
1 
--~fc__, N 
D E T M , definimos p X 
~ nj {hf). 
X 
T {f) {D) 
p X ~ Df*l 
·f ( x) 
onde 
Pohl mostra [26] teorema 2.2, que se f e uma :Lmersão, isto 
e, se T1 (f) é injetiva nas fibras, então T (f) também é injeti-P 
vo para todo p. A singularidade de ordem p será dE~finida, usan-
do a composição de T {f) com w T N ~ TN. {1.3.1). p p p 
Dizemos que f : M ______,.,. N e singular de ordem p em x se 
o homorfismo de fibrados w T (f) : T M -------4- TN p p p for singular em :x:. 
OBSERVAÇÃO. Aqui as definições de Pohl e Feldman nao coincidem 
Para Pohl [26] - singularidade = não injetividade. Feldman [lO J 
trabalha com singularidade ~ posto não máximo. 
Neste trabalho, adotaremos a convenção de Pohl [26] e por-
tanto, 
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1.3.3. DEFINIÇÃO. f: M--+- N e ó,LngufaJt de. oJt.de.m p em x se, 
e somente se, tivermos: 
dim(w T (f) (T M) < dim(T M) ~ v(n,p). p p p X p X 
1.3.4. Diremos que uma aplicação f:M---+N 
ordem p , se ela o for para todo ponto de M 
§ 4- E-t.paçoll 0.6c.u.tadoJte..o - Uma JteaiJ..zação de. 
- -e nao singular 
T M. p 
de 
Dada uma curva, w:U--+ o p-"ê:.6-imo e-Spaço o-t.c.u.R.adofl 
a 1.1 em x EU é p-plano de RN gerado pelos pontos w(x) ,w(x) + 
'() ()+.,(p)(x). +)J x, ... ,JJX .... 
Se N f: M--+ R e uma aplicação diferenciável, definimos o 
e.opaç.o ot;,c_uiadoJt de_ oJtdem p a f em x E M como o subespaço de 
RN gerado por todos os espaços osculadores a curvas de M que pas-
sam por x • 
Consideremos a composição de cisões. 
e 
w p 
T (f) : T (M) p p 
(Dada em r. 3. 2) 
l, 
• 
8 
Consideremos ainda a aplicação 
p a== (a1 , ... ,aN) • 
a! I 
.l a 
1.4.1. PROPOSIÇÃO (Pohl [26], pg. 178). SejaM uma va!r..--Ledade. e 
pw T ( t) p p T (M) p 
T M bob~r..e o e.bpaco obeu.ladon de. oJr..de.m p a f em x. p X 
N --~R 
Esta Última proposição nos fornece urna realizaç.io de T M. Se p 
f : M --+ RN é tal que o espaço osculador a f em x tem dimen-
são v(n,p), teremos uma aplicação 
pw '1' (f) T (M) --+ Fibrado osculado.r a f p p p 
que é isomorfismo nas fibras e portanto (Milnor [25], pg. 15) iso 
morfismos de fibrados. 
§ 5- O TeaJt.e.ma do Me.Jtgu,:h.o de. Whi:tn.e_y 
1.5.1. OBSERVAÇÃO. Podemos verificar que, para aplicações 
t : Rn ---.. RN , f é singular de ordem p em x se 1 e somente se, 
os vetores 
9 
k < p 
-sao linearme,nte independentes. 
Para f : M ---+ RN, a singularidade de ordem p em x é carac 
terizada peJa dependência linear de ak f :X ~~~~~--(x(x)), k < p, dx .••• dx. 
1 1 2 k 
onde x : U ---+ RN é uma carta de M x E U. 
Vejamos então alguns exemplos: 
t ---+ at + b -e nao singular de ordem 1 mas nao de ordem 2. 
2) f R - Rp 
2 p t - ( t, t , ... , t ) e na o singular de ordem p . 
t - (cos t, sen t) -e nao singular de ordem 2. 
4) f R- (hélice) 
t - (cos t, sen t, t) e nao singular de ordem 3. 
-
e nao singular de ordem 2. 
' 
lO 
Grosseiramente falando, uma aplicação é singular num ponto, 
se ela não se "curva 11 o suficiente neste ponto. 
Seja f : M ---+- N uma aplicação nao singular de ordem p . Dª 
da h : V ------+ M mergulho, a composta f h : V -~ M e não singular 
de ordem p (Pohl [26], pg. 179). 
Veremos também em 3. 7. 3 que dada T : RN ---+ Rk linear inje-
tiva Tf : M --+ Rk é não singular de ordem p . 
Um mergulho RN---+ Rv(N,p) nãó singular de ordem p é dado, 
como no exemplo 5, por todos os monômios de grau atÉ:: p em N va-
riáveis. Corno toda variedade Mn mergulha em algum RN, do que co-
mentamos acima, toda variedade admite um mergulho nao singular de 
ordem p em algum espaço euclideano. Este resultado pode ser me-
lhorado (Pohl [26] pg. 180)' 
1.5.2. Teorema do Mergulho de Whitney para Ordem mais alta:-
em 
Toda vaJtiedade. Mn admite um me!Lgulho não .éingufan de o!Ldem p 
Rv(n,p)+n • 
Felàlxan amplia este resultado em [lO] (Teorema 6.2). Seja 
C (M, RQ.) o conjunto das aplic·l_ções diferenciáveis de M em RQ., com 
00 
a topologia C :-
1.5.3. O conjunto da.é aplieaçÕe.é nao .éingulaJte.é de andem 
f: Mn--+ Rv(n,p)+k ê: abe.Jt.to e den.éo em C(M, Rv(n,p)+k) 
k > p. 
p 
paJta 
ll 
1.6.1. PROPOSIÇÃO (Feldman [lO] Teorema 8.4). Vada N f : M ------+ R 
que T (M) <I> N (f) p p 
- N 
= M X R • 
N > v(n,p) ent~o exi~te N (f) 
p ta~ 
Este resultado estende para ordens mais altas, o conhecido 
resultado de Hirsh para imersões, permitindo o uso de classes caracter!~ 
ticas p:rra se detectar obstrução à existência de aplicações não singu-
lares de ordem p . 
Seja Wp(M) = W(T (M)) a classe total de Stiefel-Whitney p 
Feldman ([lO] 8.10 e 8.12) mostra que wP(M) ~ W(M) u W(02 TM) 
u ... u W(OPTM) e conclui que 
16 2 S f ·.M -~Rv(n,p)+n-k ... e ~ 
dem p, então temo~ eta~~e~ de s.w. dua~j nufaj w~-k = = 
~ wP (M) ~ O • 
n 
Para M:::: P0 , o espaço projetivo real, temos, wP(p0 ) = 
u 
= (1 +a) v (p,n)+l , (Suzuki [ 29]) onde a é o gerador do anel de 
cohomologia n H*(P ,z 2 ). Observamos em 3.3 que 
v(n,p)+l = 
e podemos conclui~ do resultado acima, que: 
'l. 
12 
1.6.3. Para p par, ···P n _ H~ (P ) = 1 e portanto, nao existe obstruçao 
à existência de f: Pn--+ Rv(n,p). No capítulo 3 mostraremos 
que tais aplicações realmente existem para qualquer n, e todo p 
par. 
Disto decorrem vá-
rias obstruções:-
i) Para n = 2 temos: 
nao imerge p-regularmente em para 
p ~ Ss + 5 e p~Ss + 3. Feldman 110 I lO. 3. 
ii) P4 não imerge p-regularrnente em Rv( 4 ,p)+) {Suzuki[29] ). 
Em i) e ii) temos exemplos onde a dimensão dada pelo Teorema 
de Whitney (1.5.3} é a menor possível para a não singularidade de 
ordem p • 
Outros resultados de obstruções à existência de aplicações 
nao singulares de ordem p , utilizando classes de Stiefel-Wihtney 
ou K-teoria, estão em: Suzuki [29], [30 1, [31], e Kobayashi [17]. 
CAPITULO II 
CURVAS FECHADAS NÃO SINGULARES DE ORDEM p. 
I ntJtodu.ç.ão. 
Na bibliografia que consult.amos os exemplos de aplicações nao 
singulares de ordem p são pouquissimos. Como o nosso propósito 
era o de olhar aspectos geométricos ligados a estas aplicações 
começamos procurando curvas fechadas não singulares de ordem p 
em RP. Mesmo para p=3, onde 3-singularidade significa torção nula 
(2.1.2) as referências eram poucas. Observaremos aqui que o Teor~ 
ma dos Quatro Vértices dá a obstrução para a existência de curvas 
com torção nunca nula em superflcies convexas do R3 (2.1.3). Os 
principais resultados obtidos neste capitulo são:-
3 I) Num toro usual do R , com raios proporcionados por a> 1, 
as curvas do tipo (p,q) sãQ não singulares de ordem 3 (tem torção 
nunca nula) se, e somente se, (2./..l(l): 
2 2n + 1 
n -1 
2 
< a < n +1 onde n = P q 
II) Construimos curvas a : s 1 ~ Rp nao singulares de p 
para todo p • Para p par, elas são dadas em 2. 3 .1. Para < p 1mnar 
em 2.3.6. 
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§ l- Não <Si..ngu.taJt.i..dade de oJtde.m 3 de. c_ufLva-5 6e.c_hada,~ no R3 • 
-Para entender melhor o conceito da nao singula:cidade de or-
dem p, começamos por procurar exemplos de curvas fechadas no R3 
nao singulares de ordem 3. E vimos que, ao contrário das curvas 
abertas, (veja 1.5 .1) tais exemplos não eram nada Óbvios. A com-
pacidade parece dificultar muito quando queremos "curvar 11 bas-
tante e com certa uniformidade. 
-> 
Começamos tentando curvas no cilindro, induzidas de a R ~ 
R3 
' 
a(t) (cos t, sen t, f(t)) 
onde f é periódica de perlodo 2n. Vemos que neste caso, a condl 
ção a', a", a"' linearmente independentes sempre, .8: equivalente 
{por redução do determinante das coordenadas de a', a", a"') a 
f'" + f' f O para qualquer t. Sendo f periódica, isto nunca e 
possivel. 
2 Por exemplo, para f{t) ~ cos t, induzimos 
s1 --4 R3 , com quatro pontos de singularidade 
A 
a 
f' (t) + f"' (t) ~ o sen 2t = O ~ t = kTI + -2 
um mergulho 
de ordem 3, 
15 
' 
' I 
alt) 2 = (cos t, sen t, cos t) 
Nos exemplos que tentamos, tanto de curvas no cilindro, como 
de curvas na esfera, sempre nos deparamos com pelo menos quatko 
pontos de singularidade de ordem 3. E o quatro foi tão insistente 
que nos lembramos do TeoJt('ma do-0 Quat!Lo VêJtLi.c.e.-5 e de uma nota em 
letra miúda ao final da prova deste conhecido teorema para cur-
vas planas no livro de Laugwitz [21 J: 
2.l.l."Kneser e Mohrmann (1917) também deram um tipo de teorema 
dos quatro vértices para certos tipos de curvas no espaço:- Numa 
curva fechada no espaço, livre de pontos duplos e sobre a super-
ficie-bordo de um corpo convexo,existem pelo menos quatro pontos 
onde o plano osculador é estacionário. 
A primeira prova completa deste teorema está em Barner, M. 
e F. Flohr [ 4 J ''. 
Seja ~ : R ---+ R3 tal que ll' e ll" sejam sempre independentes. 
1 
16 
Dizemos que o plano osculador à curva (gerado por JJ' e J1") -e 
e-ht.ac.lonâJt.io em um ponto, se a derivada do vetor 1-1' x JJ" (normal 
ao plano osculador) é zero neste ponto. 
Por cálculos diretos envolvendo as fórmulas dE~ Frenet em R3, 
(para {v1 ,v2 ,v3} o referencial móvel de Frenet, 
v = 3 
v' x 1-l" 
= -Tv 
\JJ' X JJ"I 
2 e 1: = 
det [ \J ' , lJ" , lJ , .. ] 
IJJ'XJJII\2 
(Klingenberg [15] )), temos que para um ponto de J.1 valem as equiv~ 
lências. 
Plano osculador estacionário ~ 
2 .l. 2 
Torsão nula ~ singularidade de ordem 3. 
Ou seja, podemos dar a versao do teorema citado em 2.1.1, no 
nosso contexto:-
2.1.3. TEOREMA DOS QUATRO V~RTICES. Vada uma c.uJtva JJ 6echada em 
R3, JJ' e JJ" independenteh e w con~ida numa hupen6Zcie que e boJt-
do de um coJtpo convexo, 'htr cunva tenâ pelo mena6 4 panto6 de 
~inguiakidade de okdem 3. (I6ta ~. de tançao nula). 
2 .1. 4. Na definição dac:a. em Pohl [ 26] , os quatro pontos acima sao 
de in6i.exão, isto é tais que neles temos f' e f 11 independentes 
(não singularidade de ordem 2) mas f', f", f'" dept~ndentes, 
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A ligação entre o teorema dos Quatro Vértices no espaço e sua 
conhecida versão no plano já é colocada, conforme Pohl [27], por 
Kneser em [16]:- A pontos de inflexão (torção nula) de imagem es-
terográfica correspondem os vértices (k'~O) da curva plana. 
Foi a versão 2.1.3 do teorema dos Quatro Vértices que nos le 
1h - . 1 d 1 3 vou a procurar mergu os nao Slngu ares e ordem 3 de S em R 
"espiralando" no toro. 
2.1.5. Consideremos o toro T 2 , usual do R3 , obtido da rotação de 
uma circunferência de raio 1, em torno de um eixo cuja distância 
ao centro da circunferência é a > 1. (Diremos que T2 tem raio 
maior igual a a e raio menor igual a 1) . A curva nao plana 
mais natural sobre T2 é a curva diagonal:- curva 
{1,1), dada por:-
a(t) = {a+cos t) (cos t, sen t, O)+ (O, O, sen t). 
-
-
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Vamos observá-la c;uanto a singularidade de ordem 3, Tomemos 
a matriz M cujas colunas são as derivadas a', a" ,a'11 expressas na 
3 base canônica de R . Calculando, encontramos 
det M 2 = 6a cos t + 6 cos t - 3a 
Portanto, det M ~ O 
Observemos que: 
i) O < -1 + /l+2a2-
2a 
-1- /l+2a 2 i i) > -1 
2a 
-1- /l+2a 2 iii) ~ -1 
2a 
<;:::::=:=> c o s t 1 ~ -(-1 2a 
< 1 para todo 
= a > 2 
= a ~ 2 . 
~2 
±11+2a). 
a ' 
Disto podemos concluir que: a curva diagonal C.o toro terá 
exatamente:-
I) 4 pontos de singularidade de ordem 3, se a > 2 (toros 
magros). (Dois na parte interna e dois na parte exte:r·na do toro -
- serao todos de inflexão (2.1.4)), 
II) 3 pontos de singularidade de ordem 3, se a = 2. {Os 
pontos correspondentes a n t = + 3 sao externos e dE~ inflexão 
t = Tf terá a" = O e portanto, além da torção a curvatura 
anula). 
se 
III) 2 pontos de singularidade de ordem 3, se a < 2 
gordos). (Os dois são externos e de inflexão). 
Assim sendo, a curva diagonal sempre (para todo a) 
torção anulada em algum ponto. 
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(Toros 
tem sua 
2.1.6. Finalmente, podemos obter uma curva fechada nao singular de 
ordem 3 em R3 , a partir de curvas (1,2) no Toro, corno veremos. 
Seja a R --+ R3 , dada por 
a{t) = {a+cos 2t) (cos t, sen t, O)+ (0,0, sen 2t) 
Esta curva descreve 2 v~ltas no sentido vertical do toro, en 
quanto descreve uma no horizontal. Observamos sua singularidade e 
vimos que ela e nao singular de ordem 3 (Torção nunca nula} se, 
e somente se, 3 < a < 5. Os cálculos que fizemos para esta curva 
puderam ser estendidas para curvas (l,n) no toro (proposição 
2.2.10). 
' 
. ---~----~ -----~-
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§ 2- A.o c.uk.Va-6 (l,n) .oobh..e. o -to!Lo. 
Continuando o estudo aue fizemos para a curva diagonal e 
curva (1,2) do toro, vamos considerar agora a curva (l,n) sobre 
o toro usual de R3 , com raio maior a e raio menor 1, a> 1. 
Esta curva dã n voltas no sentido vertical, enquanto dá uma 
volta no sentido horizontal do toro. Em coordenadas cilindricas 
ela é dada por: 
r == a + cos ne 
2.2.1 
z = sen n8 
Em coordenadas cartesianas: 
2. 2. 2 
ou ainda, 
2. 2. 3 
R ________... R3 
' 
o:(t) = ((a+cos nt)cos t, (a+cos nt)sen t, sen nt), 
a(t) = (a cos t +1:. cos(n+l)t + 2 
l 
2 
cos (n-1) t,, 
,a sent+~ se.,(n+l) t-~ sen'(n-l)t, sennt) 
A curva (1,3) no toro: 
' 
' 
' 
I 
\ 
' 
' ,_ 
... 
' ,_ 
I 
/ 
I 
I 
I 
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a(t) = (a+cos 3t){cos t, sen t, 0) +sen 3t(O,O,l). 
Vamos estudar a nao singularidade de ordem 3 (condição de 
torção nunca nula) de a. Para isto vamos calcular a matriz dos ve 
tores- derivada a', a" e a"' em relação a um conveniente referen-
cial. Por causa da expressão de a, mais simples em coordenadas 
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polares, escolhemos um Jte.óe.JteVJ.c.-iat móvel; {v1 (t), v 2 (t), v 3 (t)}, 
v 1 (t) = (cos t, sen t, O) 
v 2 (t) = (-sen t, cos t, O) 
v 3 (t) = (O, O, l) 
Assim, podemos expressar 
2. 2. 4 a(t) = r(t) v 1 (t) + sen nt v 3 (t) , onde 
r(t) = a+ cos nt. 
Ternos portanto, as derivadas:-
a' = r•v1 + rv2 + n cos nt v 3 
2 
a" = (r"-r)v1 + 2r•v2 - n sen nt v 3 . 
a,,. 
= (r 111 -3r' )v + {3r"- r) v - n 3 l 2 cos nt v 3 
Tornemos a matriz que tem por colunas as coordenadas de a', 
a" e a."' em relaç~o ao referencial móvel {v1 ,v2 ,v3}. 
.-n sen nt 2 -a-(n +l)cos nt 
M(t) ~ (a+cos nt) 
-2n sen nt 
n cos nt 2 -n sen nt 
Operando com L-equivalência na matriz:-
-n sen nt 2 -a-(n +l)cos nt 
N ~ (a+ cos nt) -2n sen nt 
cos nt -n sen nt 
2 
n(n +3)sen nt 
2 
-a-{1+3n )cos nt 
3 
-n cos nt 
3n sen nt 
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2 2 
a (n -1) -(l+2n )cos nt 
o 
Operando novamente por L-equivalência na 1~ coluna e depois 
na 2~ linha:-
o 2 .,..a-(n +l)cos nt 3n sen nt 
G ~ n
2
+2 2 
- 3-(a cos nt) o 
2 2 
a(n -l)-(1+2n )cos nt 
cos nt 
-n sen nt o 
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det M = n det N = n det G = 
2 3 2 2 
n [- (n -1)cos nt + 2a(2n +1)cos nt + 
2 2 2 2 2 2 
+ (2n (n +2) -a (n -1)) cos nt - an (n +2)] 
2.2.5. Verificamos assim, que a condição de dependência linear e~ 
tre as derivadas a', 0: 11 e a"' da curva {l,n) sobre o toro de raio 
menor 1 e raio maior a, se traduz como zeros do polJLnômio. 
2.2.6. P(x) 2 3 2 2 ~ -(n -1)x + 2a(2n +1)x + 
2 2 2 2 2 
+ [2n (n +2) -a(n -1)]x- an (n +2) 
onde x = cos nt. 
Façamos pois, um estudo deste polinômio. 
2.2.7. Observamos que 
P(O) 2 2 2 = -4a n {n +2) < O , para todo n e todo a. 
2.2.8. P(1) 2 2 2 2 4 2 . = (1-n )a + (-n +2n +2)a + (2n + 3n U) 
e portanto, como 2 n > 1 , 
P{1) =O , para 
P{1) > O , para 
2 
a - -{n +1) e 
2 
-(n +l) < a < 
2 2n +1 
a -
2 2n +1 
2 
n -1 
2 2n +1 
2 
n -1 
P{1) <O , para a > 2 ou 
2 
a<-(n+l) 
n -1 
ralzes opostas às raízes de P(l):-
P{-1) 2 = O , para a= n + 1 e 
p {-1) > o para a > n2+1 e a < - {2n
2+1) 
' 2 
n -1 
2 
n
2
+1 p {-l) < o' para 
-{2n +l) 
< a < 
n -1 
Como a> 1 (raio maior do toro), concluimos que: 
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i) Para < 2n
2 
+ 1 a _ 2 , temos que P{x) tem uma raiz entre o 
n -1 
e 1, ou seja, existirá um valor de cos nt que anula P(x). Para 
os valores de t correspondentes teremos singularidade de ordem 3 
(torção nula) da curva a. 
ii) Para 2 a~ n +1, teremos um valor de cos nt entre -1 e O, 
anulando P(x) e portanto, torção nula da curva a nos valores cor-
respondentes de t. 
I 
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Finalmente, nossa Última etapa será mostrar que se a nao 
estiver nas condições i) ou ii) acima, a torção de a nunca se 
anula. 
Para isto, olhemos o crescimento de P(x). 
P' (x) = O 
4a(2n2+1) - (6 
6 (n2 -1) 
onde !J. > O. 
para 
e X = 2-
2 4a (2n +1) + (6 
6 (n2 -1) 
x1 e um ponto de minimo local e x2 e um ponto de 
local para P(x). 
Notamos ainda que x 2 > 1. 
Assim, para 
2 
< a < n + 1 , 
como temos P(-1) < O e P(l) < O , podemos ter: 
máximo 
~1 
___ ... 
... 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
p 
1 
-- _. __ ---4---
x1 o 
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--- -- ----~ 
i) Se x 1 .::._ -1, P será, crescente em [-1,1], e se x 1 :::_ 1, p 
sera decrescente em [-1,1]. Em ambos os casos teremos P sempre ne 
gativo neste intervalo. 
11) Se -1 ~ x 1 ~ 1, teremos um único ponto critico para P 
no intervalo [-1,1] e sendo x 1 de minimo, o valor máximo 
será assumido num dos extremos e será ainda negativo. 
de P 
Concluimos assim que a condição 
2 2n +l < a < n 2+1 e necessã-2 
n ~1 
ria e suficiente para que P(x) nunca se anule entre -1 e l e por-
tanto, (veja 2.2.5) podemos finalmente enunciar a proposição:-
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2.2.10. PROPOSIÇÃO. Seja a. a c.unva (l,n), n E N, n > 2, Aoblte. a 
tono u~ual de. naio maion a e me.non 1, 
O!.(t) = (ci+cos nt) (cos t, sen t,O) + sen nt(O,O,l) 
a ~e.na nio ~ingulan de. andem 3, (ten~ tonç~o ~empne nao nula) õe, 
e ~omente óe tivenmoó a nelação: 
2 
<a<n+l. 
2.2.11. COROLÂRIO. Seja wn :to!to no R3 , c.uja.ó p!topo!r..ç.oe.6 entlte 01.1 
naio.ó rnaion e menon Ae.ja a. E poAA1vel e.ncon:tnan n tal que a ~ult-
va. {l,n) ne6te toJto Aeja nao 6;ngula.Jt de andem 3, 6e, e .6omente 
.t~e a> 2 (Tono.ó magtta.ó). 
O resultado segue da proposição anterior, se observarmos que 
quando n -+ + oo , temos, 
2 2n +1 
2 
n -1 
~ 2 
2 
e n +l~+oo 
Além disto, a não singularidade de ordem 3 é claramente in-
variante por homotetia. 
OBSERVAÇÃO. Na proposição anterior e corolário, tudo continuava-
lido, se permitirmos que n ·',eja real, n 2 > 1. Para 2 n = 1 temos 
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a curva diagonal (ou sua simétrica) cuja torção se anula. Para 
2 
n < 1, teremos sempre singularidade de ordem 3 na curva (P (O) <O 
e P(l) > O, (veja 2.2. 7 e 2.2.8). 
Quando tivermos n=E: racional, teremos as c.uJtva~ J.Jimp-te.J.J 6e.-q 
c.hada..ó (q,p) no :tol!.o. - (que. 6az p vot.ta~.:, no f..e.n:tido ve.Jt:tic.ai e.vt-
qua.nto óaz q va.f.ta-6 no .6 e.n:t-i.do hoiLÁ.-zon.ta.e.). 
Olhando novamente para a desigualdade da proposição 2.2.10, 
vemos que a condição de existência de urna curva (q,P) em 
toro, está condicionada a que 
2 
< n +l 
' 
n 
n = ·"'-
q 
Esta desigualdade so se verifica para 
j12 \ > /1 + 13 . Temos, assim o corolário:-q 
2.2.12. COROLÂRIO. Exih:te. uma c.u!tva do 
u6ua.l do R3, he, e 6omente 6e tive.Jtmof.. 
2 
n > l + 13, 
(q,p) 
<1+13. 
algum 
ou seja 
:toJto 
2.2.13. Como já comentamos, as referências sobre curvas fechadas 
3 - - • 
em R com torçao nuca nula sao rnlnirnas, pelo menos na bibliogra-
fia que procuramos. 
Em Barner e Flohr [ 5 J, pg. 60, é citada corno condição sufi-
ciente para a curva (l,n) do toro ter torção não nula 2 a < n + 1; 
' 
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o que nos leva a crer que a outra desigualdade nao E!ra conhecida 
no que pesquisamos. 
M. Freedman trata em [12] de 1980, sobre n(a), o número de 
planos que são triplamente tangentes a uma curva com torção nun-
ca nula. A Única referência explÍcita à tais curvas aparece no 
exemplo 3, onde a curva (2,3) sobre um toro com meredianos e par~ 
!elos convenientemente proporcionados, é citada como sendo de tor 
ção nunca nula é tal que n(a) = 2. 
Se olharmos só a desigualdade dada em Barner e Flohr ( 5 ci 
tada acima, é claro que isto seria possivel. No entanto, como 
{~) 2 < 1 + 13, por 2.2.12, a curva (2,3) em qualquer toro usual 
terá sempre pontos de torção nula. Do que examinamos, acreditamos 
que a curva (1,3), num toro com a= 4 satisfaz n(a):;;:: 2 e como 
vimos, (2.2.10) sua torção mmca se anula. 
Para p par, existe um modo natural de se dar 
-nao singulares de ordem p:- 5ao as 
(1,2, ... ,~) no toro chato l $ X • • • X de 
2.3.1. PROPOSIÇÃO. Seja 2 f : R -"• R dada pc 
L'.u:·vas 
aplicações 
de tipo 
sen t, cos 2t, sen 2·t, ... , cos kt sen kt) f J..ndu.z um me.Jtgu.lho 
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Dados dois pontos da curva f, existe um isomorfismo isomé-
2k 
trico de R que leva a curva nela mesma e um ponto no outro. Co-
mo a nao singularidade de ordem p é preserv~da por composição com 
isomorfismo (veja 3.7.3}, se verificarmos esta condição para um 
ponto da curva, ela estará verificada para todos. 
Verifiquemos para t ~ O. A matriz M, formada por 
f'(O), ••• ,flp)IOI e: 
o -l (-l)k-ll2k 
l o o 
o -22 (-1) k-l22k 
M ~ 
2 o 
o o 
k o 
vetores 
Por conveniente troca de linhas e colunas e multiplicação 
das colunas negativas por -1 , obtemos 
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l l 
M' = 
l 
2 
o 
k 
(-l)kdet l e det M = M' = k~ 
Vanilemonde) . Portanto de L M 
" 
k-1 
)~ 
i=l 
o e 
o 
l 
2k-l 2 
2k-l k 
(i+l)2- i2)J 2 
então, f -e na o 
( De1:erminante de 
singular de ordem p. 
2.3.2. Observamos que a aplicaçao anterior e obtida da restrição 
s1 de a 
g c ~ ck r dada por 2 k g(z)=(z,z , ••. ,z ) 
(compare com 1. 5. 1), 
2.3.3. OBSERVAÇÃO. Com os mesmos argumentos da proposição 
rior, mostramos que f: R------+ r: 2 k , 
ante-
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e para j ~ t, é nao singular de ordem p. 
Se bj for racional, j = l, ... ,k, f induzirá um mergulho 
~ 1 2k - 1 f S --+ R , nao singular de ordem p, no toro chato S (a1 ) X 
X 
Os mergulhos nao singulares de ordem p de s 1 ~ RP, para 
p ímpar, não são dados de modo tão natural, como já vimos para 
p = 3. vamos construi-los, a partir das curvas com torção nunca 
nula dadas em 2,1.10. 
2,3,4, EXEMPLO, Um me.Jtgu..tho f s1 -+- R5 , nao ,o,Lngula.Jt de.o!Ldem 5. 
Seja f 5 R--.-R, dada por 
f (s) = (a1 (t) ,a2 (t) ,a3 ("t}, cos mt, sen rnt) ~ 
a(t) u(t) 
f será nao singular de ordem 5, se, e somente se o determinante 
da matriz M formada pelos vetores coluna, f', ... ,f(S) for sem-
pre diferente de zero.-
i 
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a' 
M ~ 
u' 
Como 
a" 
u" 
l 
u' =- 2 
rn 
a"' a 
u·~· 
un' 
' 
u" 
( 4) 
l 
2 
m 
a 
( 5) 
e u"'' 
utilizando linha-equivaJ.ência nas três primeiras coluna temos: 
det M~det 
l (4) 
a"- 2 ex 
rn 
am 
3 X 3 
Portanto det ~1 ;:t o, ou seja f e. não .õJ..nguta~~_ de. oJtde.m 5 
.6e., e <!lamente. lle. 2 ma-a." 
Com isto, reduzimos nc ,:;so problema a encontrar a tal que 
B = m2o.- a" seja, por exemplo, a curva{l,2) sobre o tm:o com raio maior 
a, 3 < a< 5, isto é (de 2.1.2 e 2.1.10) 
"1 
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6 (t) = ((a+ tlcos t+t cos 3t, (a-~) sen t + 1 2 sen 3t, sen 2t). 
Procuremos 
a (t) = (A cos t + B cos 3t, C sen t + D sen 3t, E sen 2t) 
tal que 2 m a- a 1' = S. Notamos que esta condição estará satisfeita, 
se, 
A(m 2 -1) 1 a + 2 
B(m2-3 2 ) 1 = 2 
C(m 2 -1) 1 = a - 2 
D(m 2 -32) 1 = 2 
E(m 2 -22) 1. = 
Portanto, como para rn t ± 1, m t ± 2 e m t ± 3, encontra-
mos A, B, C, D, E não nulos, satisfazendo as igualdades acima;· 
é sempre posslvel, nestas condições determinar a e consequentemen 
te f . 
Por exemplo, para m = 4 e a = 4, a será uma curva de tipo 
(1,2) num toro elíptico, e obtemos a aplicação não singular de or-
dem 5:-
f(t) = (a(t), cos 4t, sen 4t) 
' 
.. 
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a (t) = cos cos 3t, 7 3D sen sen 3t, 
1 
12 sen 2t) 
f i..ndu.z um me.Jt.gu.tho f s1 ------1- R5 não .õingulaJt de oJtde.m 5 • 
Este exemplo nos motivou à construção de aplicações f 
R2k+l, não singulares de ordem p = 2k+l. 
2.3.5. LEMA. A a.pflc.aç.ão f:R---+ RH2 
' 
dada poh. f(t) = (a(t)' 
cos mt, sen mt) - -e na o -6-i.ngu..tak de oJtdem H2 H, e .6omente 
2 
a- a" :R-~ R1 .&ingtLi'.al! de oJtde_m L rn nao 
' 
H 
Para u(t) = (cos mt, sen mt) temos, a relação entre as deri 
vadas:- u (k) = -1 (k+2) 2 u para k = 1, .•. , 9:,. Assim o procedimento 
rn 
do exemplo 2.2.4, pode ser repetido e obtemos esta extensão da-
quele resultado. 
2,3,6, PROPOSIÇÃO. PaJta p=3+2k (' m. 'tac~onaW,m,=_+_m,, ml. I ±l, ±2,±3, 
l l J 
3 ).1 ~R---+ R I jJ(t) = (A cos t + B cos 3t, C sen t + 
+ D sen 3t, E sen Zt) tal que f(t) = (w(t), cos m1 t, sen m1t, ... , 
cos rnkt, sen rnkt) indttz f : s 1 ~---+ RP meJtgutho não oingu..f:'.aJt de. oJt 
dem p. 
Vamos demonstrar por indução. Para k = l, a validade da pr~ 
posição é dada no exemplo 2.3.4 . Vamos supor a nossa proposição 
-1'd k " D 1 t . ·.R-· R3+2 (H1 ), g(t) = va l a para = N. o ema an erlor g ~
-
-e nao 
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singular de ordem 3+2(~+1) 
3+2J. fatores, for tal que, 
~ sua projeção h nos primeiros 
m
2 h- h" R -------+ R3+ 2 ~ se]· a não sin-Hl 
gular de ordem 3+2~. 
2 
= (m~+ls (tJ 
2 2 
, ... , (m 9_+ 1 -m1 )cos 
temos então, m2 h- h" l 
para j = 1, ... , ~ e 
na o singular de ordem 3+2 ,Q, ~ 
2 y(t)=(m~+lS(t)- S"(t),cos m1 t,sen m1 t, ... ,cos m~t, sen m~t) 
nao singular de ordem 3+2~. 
como temos, da hipótese de indução, a existência de uma apl~ 
caçã~ não singular de ordem 3+2t , x(t) (a(t), cos m1 (t), ... , 
, sen m,Q,t), para concluirmos nossa proposição, basta ver que a 
-equaçao 
I* J 2 ' - S" m~+l~ = a 
tem uma solução B do mesmo tipo que a . 
consideremos J, conjunto das curvas y dadas 
por, 
,,, 
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r(t) =(A cos t+B seJ,Jt, c sen t+D cos 3t, E sen 2t), 
com A, B, C, D, E -nao nulos. (Podemos nos restring-ir a B = D). 
Dada Y E J, a equaçao 
2 
m v + v" = y , m f ± l, m f ± 2, m 1 ± 3, 
sempre tem solução v que denotaremos funcionalmente por y = [m] (a) 
V(t) c cos 3t, -2-
m -1 
E 
2 2 sen 2t) 
m -2 
sen t + D 2 2 sen (m -3 ) 
3t, 
Portanto, a solução S para (*) é dada por E (rni+l) (a), con-
cluindo nossa prova. 
2.3.7. Notamos então que, nesta linguagem, uma aplicação M satis-
fazendo o enunciado da proposição 2.3.6 pode ser dada por:-
M = [mk] [mk-11 [m 1J (a) 
onde a e a curva (1,2), no toro do R3 de raios l e 4 • (veja 2 • l) . 
w será uma curva ( l' 2) num tnro eliptico. 
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§ 4 - CuJr.vatuiLa-5 de_ oJtde.m mai-0 alta 
Vamos introduzir a noçao de curvaturas de ordem mais alta de 
uma curva em RP, e relacioná-la com a singularidade de ordem p. 
Referências para os conceitos que se seguem são Gluck r 13] e 
Klingenberg I 15 I . 
Seja a : I - Rn, uma curva tal que para todo t E I, os 
vetores 
' 
, (n-1) -
a., ... ,a sao linearmente independentes. Construimos 
a partir destas derivadas, pelo processo de Gram-Schmitd um refe-
rencial móvel ortogonal E1 , ••. ,E 1 , E. =E. (t). Tomamos n- 1 1 
E. 
1 
, para i=l, ... ,n-1 e E =v 
n n 
vetor unitário 
I E i I 
Rn tal que: {v1 , ... ,vn} tenha sempre orientação positiva. 
então, 
de 
o referencial móvel {v1 , ... ,vn} é denominado ne.6e_fLeneiaf de 
FJte.ne.t da curva 
A ~-éóima euJr.vatuJta de a é definida como a função 
<vj_,vi+l) 
I a' I 
Para i= 1, .•. ,n-2 
dem ser calculadas por 
I Ei+11 
]Eii·IE1 1 
i= l, ... ,n-1 
k. > O e estas curvaturas também po-
l 
(G1uck I 13]) 
'l 
' 
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n Temos também as .e_quaç.oe..6 de F!te.ne.t para curvas no R , com as 
primeiras n-1 derivadas sempre independentes. (Klingenberg [15 I) 
t!a forma matricial:-
v' l o kl o o v l 
2.4.1. -k l o k2 o 
~ I a' I o 
-k2 o o 
v' 
k 
n-l v 
n o o ... -k 1 o n 
n-
Queremos observar um fato análogo ao que ocorn:- no R3 onde 
' 
a singularidade de ordem 3 é equivalente a torsão nula, (2.1). 
Dada uma curva a em Rn como acima, vamos expressar suas deri 
vadas em relação ao referencial c1e Frenet como uma :·:natriz e cal-
cular seu determinante. 
Temos inicialmente, 
a 1 = j a 1 j • v 1 , donde 
a." = I a' I' v' l = ja' (De 2.4.1) 
ctlll 
a (n) ~ I 'I (n-1) + + I 'In a , v 1 . . . a k 2 ·k n-2 n-1 
4l 
A matriz das coordenadas de , (n) a , ... , a em relação ao re-
ferencial de Frenet é portanto triangular e seu determinante: 
d t [ , .. In) J e a,a, ... ,a 
Temos então:-
n (n+l) 
~ I a 'I 2 
2.4.2. OBSERVAÇÃO. Dada uma c.u!tva 
k 2 ·k 
n-2 n-1 
n 1 (n-1) a : I - R , c.om a , ... , a 
linea~mente independente~, ent~o a ~ ~ingula~ de andem n num pon-
to .óe., e -6ament:e ~.Se, kn-l -6e anula ne.õ.te ponto. 
2.4.3. Uma classe especial de curvas nao singulares de ordem p em 
Rp é a das que têm todas as curvatura-s constantes. H. do Carmo 
e J.L. Barbosa mostram em f 3 J que tais curvas só podem ser dadas 
com uma conveniente escolha de eixos, por: 
i) Para p par, p ~ 2k 
a sen b t) 
n n 
a é geodésica num toro chato (compare com 2. 3. 2) ,, 
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ii) para p impar. 
S(t) = (a(t}, at + b) , onde a e como em i). 
As curvaturas serao nao nulas se b. t- b. (2.3.2) e at-O. 
l J 
Não existem pois, curvas fechadas com curvaturas constantes 
na o nulas em Rp, para p lmpar. Isto é um argLITTento de rorque, para p í~ 
par, nao encontramos curvas "naturais" nao singulares de ordem p. 
-2.4.4. O estudo de nao singularidade de ordem p parece-nos muito 
rico, mesmo para curvas, particularmente nos aspectos ligados ao 
Teorema dos Quatro Vértices, suas extensÕes e resultados a ele 
relacionados. Neste sent.ido pretendemos continuar trabalhando 
Acreditamos que um estudo mais aprofundado de trabalhos como os 
de Barner [ 4 l I Barner e Flohr [ 5 1 I Thorbergsson r 321 e Pohl 
[ 27], nos trarão muitos elementos pura a análise. 
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§ 5- Ã p!toc.uJta de. uma a.pt-i.ca.ç.ã.o do ToJto em R5 , néio jJ.nguia!i, 
de. oJLdem 2. 
Num capítulo sobre curvas, temos aqui um parágrafo-agregado. 
Consideremos uma variedade M2 de dimensão 2. Se uma aplica-
çao f : M2 - Rk é não singular de ordem 2, então k _:_ v ( 2, 2) = 5. 
Sabemos do teorema de Whitney (1.5.2) que existe tal aplicação 
para k = v(2,2) + 2 = 7. Nosso problema é descobrir quais varieda-
des compactas de dimensão dois admitem f, não singular de ordem 
2, f: M2 -+ R5 (k mlnimo). 
No capitulo 3, veremos que M = s 2 ou M = P 2 , admitem tal 
aplicação (aplicação de Veronese) . Aqui vamos abordar este probl~ 
ma para o toro:-
f T2 ~ Rs 2. 5. 1. E x-L~'.te 
Não conseguimos ainda uma resposta a este problema. Os resul 
tados que se seguem são o resumo da algumas abordagens, e dão 
idéia da forma como o temos atacado. 
Vamos começar com um exemplo que dá de modo nutural uma apl~ 
caçao do Toro em R6 , não singular de ordem dois. 
2.5.2. EXEMPLO. 2 6 f: R -----+ R , dada pon f (s,t) = (cos s, sen s 
' 
' 
.cos t, 
- 2 6 
sen t, cos (s+t), sen (s+t}) _{_nduz um mckgufho f: T -+ R 
,, 
,, 
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A verificação deste fato é imediata. A matriz M6 xS' cujas co ) 
lunas são as derivadas parciais de f até ordem até dois tem clara 
mente posto 5, em todo ponto t . 
~ interessante observar que, f pode ser dada como a res-
trição a 5 1 X 5 1 de 
dada por 
(compare com 2.3.2), onde a: e o corpo complexo. 
2. 5. 3. Observamos que a aplicação f de 2. 5. 2 é subs1:ancial, isto 
é, sua imagem não está contida em nenht.nn hiperplano. Suas projeções 
5 
canônicas no R , são singulares de ordem dois em exatamente duas 
curvas do Toro. 
2.5.4. Notamos que Í(T2 ) c s 1 xs 1 xs1 xs 5 (/3). serla natural po.E_ 
tanto, verificar se 
1[ f 
onde 'IT é a projeção esferográfica, é não singular de ordem 2. Atr~ 
vés de cálculos envolvendo um conveniente referencial móvel, pod~ 
-
mos concluir que n f cfe_,- '<'T de n vr. não n-i.ng u.J!..aiL de oJtdem do in ape 
naõ na~ ~u.~vab cos(s+t) = O. Todos os pontos destas duas curvas 
45 
serao de -i.n6.te.xão (conforme Little 1 ?.3]) para nf (compare com 2.1), 
no sentido de que a dimensão do espaço gerado pelas derivadas de 
ordem até dois de nf é quatro (cai de 1). 
Observamos que estes mesmos resultados valem para pf, onde 
p é a projeção canônica. 
Outra forma com que abordamos o problema 2.5.1, foi a analo-
gia com construção das curvas não singulares ( 2. 3 ). Obtiverros, nes-
te sentido, algumas respostas nao:-
l l 5 2. 5. 5. Analogamente ao caso das curvas, nao existe f : S xs - R , 
não singular de ordem 2, ~ue seja do tipo gráfico. Isto e, dada 
f(s,t) = {cos s, sen s, cos t 1 sen t, h(s,t)) onde h é periód~ 
ca de período 2n em s e t, f é singular de ordem 2 em algum ponto. 
2.5.6. Tentando proceder por redução, (como em 2.3.5) e baseados 
em 2.5.2, procuramos determinar se existe 2 3 a : R ---+ R , periódi-
ca a 2n em s e t, 2 5 f:R -·>R f(s,t) = (a(s,t), cos(s+t) 
sen ( s+t) ) nao singular de ordem dois. 
Verificamos que isto só ocorreria se existisse B : R2 ..._........... R3 
periódica em s e t com e sempre independentes. Nes-
te caso, teríamos uma imersão s 3 -R com r:3 sempre trans-
versa! ao espaço tangente. Geometricamente, sentimos que isto não 
é possível. Mostraremos i.5'to formalmente, num caso mais geral, em 
3.8.3. Portanto, não existe uma aplicação f, não singular de or-
dem dois, do tipo acima. 
" 
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2. 5. 7. Também tentaw.;:.s obter 2 5 f : T ---4- R nao singular de ordem 
dois e f(T2 ) contida em toros T3 com raios diversos. Obtivemos 
novamente exemplos de mergulhos singulares em duas curvas. 
Conseguimos obter uma aplicação 2 g' T que só dei-
xa de ser não singular na curva diagonal do toro. Esta aplicação 
foi inspirada na de Veronese dada no capítulo 3: 
g 
(u, v) 
- (u,l) o (v,l) 
Mas, nenhum dos pnn·tos singulares de g, dados por u =v, e 
af a f a2 f a2 f 
85 = e ~ 3t2 8t 3s 
de infexão. (Veja 2.5.4), pois, ai temos 
Verfificamos também, que u identificação de pontos de mesma 
imagem, por esta aplicação, i_nduzirá um mergulho da faixa de 
MÜbius em R5 , não singular de ordem dois, exceto no bordo. 
2.5.8. Uma sugestão Go Prof. Francesco Mercuri é a seguinte: Não 
devem existir aplicações nao singulares de ordem dois, f: T2-~R5, 
e tais que f(T2 ) c s 4 . O argumento é de que tal imersão teria 
- 4 - -que. ter curvatura normal nao nula em S • E entao, isto nao seria 
possÍvel, pelo resultado de Asperti [ 2 l: Se existe uma imersão 
2 
g'M com curv;:.t1,1a normal não nula, então ou 
2 2 
M P . Na pressa de ,:oncluir este trabalho, não pudemos estudar 
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os conceitos dados em Aspertt f 7 1 e Ltttle f 23] , nem concluir 
com segurança pela afirmação acima. Pretendemos verificá-la. 
l 
' 
CAP!TULO III 
A VARIEDADE DE VERONESE DE ORDEM p -
CONSTRUÇÃO DE APLICAÇÕES NÃO SINGULARES 
§ l - 1 nDLO du~ão 
Os conceitos que introduzimos aqui são uma ext:ensão do que 
são apresentados em Little [ 23] e Little e Pohl [ 241 para segunda 
ordem. 
Rn+l n+l n+l Consideremos o R ·o ... o R o produto 
t.ensorial simétrico de Rn+l e a <::lplicação: 
X Rn+l __ Rn+l Rn+l _ Rn+l 0 pF1n+l o u ... o = . 
v ·-~ vp = vovo ... ov 
Como veremos no que se segue, a restrição cte J< a esfera S11 e 
uma imersão. Além disto para p • I s·n 1mpur, x .. é um mergulho e p~ 
ra p par, X I S11 induz um mergulho do espaço projetivo RP11 • A ima-
gem x(S11 ) será denominada <!a·'L-Ledade de Ve.Jtone<.e padnão de oJLde.m 
p e dime.n-6ão n. 
Através da aplicação x, e de um isoforrnismo isométrico de 
OpRn+l em RN, onde N I )+l t · l' - - · = \J n, p , cons ru1mos ap 1caçoes nao SJ.n-
gulares de ordem p, obtendo os seguintes resultados: (3.6). 
não singular 
de ordem p. 
e 
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-
nao singular 
de ordem p. 
PROPOSIÇÃO 2. Pana p lrnpafl, C.Xij:,;te_ u_m mf'_ftgufho n.ao J..ingulaJt de. o!t 
n de.m p de s e.rn Rv(n,p)+l . 
Além disto, as imersões e os mergulhos dados nestas proposi-
ções, sao restrições da aplicação de Veronese de ordem p a 
com respectiva passagem ao quociente no caso dos mergulhos de RPn, 
Isto permitirá expressar estas aplicações não singulares de ordem 
p da maneira mais natural possivel, ou seja suas coordenadas se-
rão dadas por todos os monômios-padrão de ordem p:-
X 
onde 
v 
" 
M. = 
l 
_,!'= p p (xl' ... ,xn+l, p-1 x-1 
' 
il + ... + in+l = p 
• I • I 
1 1'""" 1 n+l' 
P-1 X X ) 
n n+l 
Como já comentamos em 1, existem cálculos mostrando casos de 
obstruções a imersões de RPn em n'J(n,p) não singulares de ordem 
p, p irnpar. Vamos aqui que para p par, o mergulho não singular 
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e ordem p sempre e po~, s1vel. 
Como resultado derivado do que e essencial na prova das pro-
posições anteriores obtemos ainda. 
PROPOSIÇÃO 3: Dada uma Ú1l'_fL-:'.i1o imn~JltP/u') 
~eja 6empke than~veh~al ao ehpaço ta~gente, 
. ~ ~ 
l)J, 3x1 '"""'3xn 
~ejam 6emp1Le {ineahm~nte lndependenteh k em R , 
Para - n N k > l, obtemos .imersoes p-regulares de M em R 
en-
onde 
N '> v (m, p) +m e portzmto em dimensões maiores que a qarantida pelo 
teorema de Whitney, generalizado. Neste caso, a proposição so e 
interessante por termos uma forma explicita para est.as aplicações. 
Para k = 1 e M compacta mostramos a Propo:3ição 3. B. 3 
que a Única possibilidade dE; sE' satisfaz("r a lüpótese da proposi-
cao 3 é termos m - ~ -M = S , e aL nao acrescentamos nada de novo aos 
resultados anteriores. Ainda para k = m+l e M = Sn+l x R obtemos 
exemplos (3. 8. 5) de aplicaçÕes p-regular.-es dos cilindros em dimen 
sao minima possivel. 
Mostrarnos u.inda para k L, uma reciproca de proposiçao 3 
(3.8.2). 
Em 3.9, -damos um relacionamento entre nao singularidade de 
ordem dois e a propriedade dos dois pedaços. 
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Em 3.10.1, mostramos que a apllcação de. Vl'JroneDe_ padJLão com-
poD-ta c.om uma homo:te.:t-<.a ê uma imeJtDão Á.Domê_tJt--lc.a x. No caso p 
par mostramos que a isometria induzida ~· nos dá uma subvarieda-
de ~(Pn) de Sv(n,p)-l(a), cujas geodésicas são curvas do tipo 
(1,2, ... , ~)num toro chato 
temos n X ! S ----+ sv(n,p) (J.~) 
,;p 
X ••• X No caso impar, 
isometria e a subvariedade 
tem por geodésicas curvas do tipo (1,3, ... ,p) num toro chato de 
Rv(n,p)+l . 
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§ 2- A1 va.Jr.Á..edadcó de Ve!tone.ó c_ de. d,é))1en6ão 1 e. 2 e onde.m 2. 
Antes de estendermos o conceito de variedade de Veronese, v~ 
mos observar os casos n =1 p=2en=2 p = 2 (Verone-
se clássica). 
3.2.1. Consideremos 
X 
2 
o R 
v -----'·· v o v 
A restrição x ! s 1 nos dará a variedade de Veronese padrão 
de dimensão 1 e ordem 2. Conforme veremos em 3.3.1, existe um iso 
morfismo isométrico entre 
x(v) 
c portanto 
3 hiperplano de R dado pül~ 
2 2 
= (xl,x2, 
e com esta identificação, 
= 1. Temos também 2 c s . 
Além 
(- l u 2' 
' I 
I / 
I/ 
~' 
I ' 
I 
I 
xl 
disto se 
l 
2' 0) 
12 
2 
12 
2 
o 
/ 
' 
/ 
' 
' ' 
' 
T 
u 
e T 
temos que a composta 
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t 
I x3 
I 
-"- ~ ~ 
' 
' 
' 
~ 
_,)1 ~- ·-> 
/ x2 
/ 
' 
,. 
---------
R3 
--
R3 e a translação dada pelo vetor 
e a rotação dada pela matriz, 
12 
2 
o 
o 
o 
l 
e dada por, T(T (x(cos t 
u 
sent))) l = (cos 2t, O, sen 2t). 
12 
1 
54 
Portanto, X 
circunfer~ncia de raio l 
12 
e uma imersão cuja imagem 
(no plano u 1 + u 2 = 1) percorrida duas 
vezes (grau 2). Como x{v) --· x(w) ,-:-;:,v=+ w, x induz um mergu-
lho de em 
Temos ainda que x = ~ x : s1 ___..... R3 e uma imersão isométri 
12 
3 lo X(s l) - Sl(.!o2). ca, como veremos em . e 
Uma aplicação de Veronese (veja definição 3.7.1) de dimensão 
1 e ordem 2, !-1 1 será obtida ('\esta x padrão composta com isomorfis 
mo de R 3 . Não e diflcil vc~r que 11 será uma imersão de s 1 numa elip-
se percorrida duus vezes. 
3.2.2. Vamos observar agora u variedade de Veronese clássica (de 
dimensão e ordem 2). 
Seja 
X 
2 
v ---:-· '} o v = v 
aplicação de Veronese paclrão de dimensão e ordem 2. 
~ 
como veremos em 3. 3. J 
e com esta identificaç~ 
I 2 2 2 x
1
,x
2
,x
3
, 
rt 3 o H3 :: R6 (isomorfismo isométrico) 
~ 1 1;1IIOHCA CENTR;\l 
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X e tal que 
x (S 2 ) c H n s5 
' 
onde H c R6 - hiperplano dado e o por ul+u2+u3= 
= 1. Notamos ainda que H n s5 
-
S4(/:;:) (esfera de raio 3 
4). x(v) = x(w) = v = ·> w e portanto temos o mergulho 
X ·.P 2 -+s 4 (/23 ). 36 t 1· -- Veremos em . que es a ap lcaçao e nao singu-
lar de ordem dois. 
Além disto se 
,1,0,0,0) e T 
[TI = 
temos que 
= (o, 
/2 
-l 
-/3 
TT X 
v 
T 
v 
_, 
/2 
2 
o 
o 
/2 
-l 
-/3 
e a translação de 
c a rotação dada oor:-
o 
l o o 
o l o 
o o l 
e dada por 
l 
v=- 3 (1,1, 
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Veremos en1 3. J O que, 
l X = X 2 4 r S (ri ~ S 1-1 
nr /j 
e uma imersão isométrica da esfera de raio r, que induz isome 
tria no projetivo. Os casos r = 2 e r= /3, sao expressoes co-
nhecidas para variedade de Veronese clássica (veja 3.10.2). 
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Consideremos o p-ésimo produto tensor ia! ®pRn+ l ""Rn+ 10 ... 0 Rn+ 1 . 
p vezes 
Para cada permutação a de p letras,definillos a: 0PRn+l ---~ ®pRn+l 
que leva v 1 0 ... 0 vp em vo(l) ® • •• ® vo(p) · Consideremos 
S ""~ Za o operador simetrização, então +J ®Rn+l oPRn · = e cha 
p P· Ker(S ) p 
mado o p-ésimo produto simétrico de Rn+l_ Sp induz a projeção ca-
nônica Sp: 0pRn+l-------+ OpRn+l. A imagem, em OpRn+l de v
1
0 ... @ vp 
ser a denotada por vl o ... o v p' que por sua vez ser a identifica 
l 
v ) . OpRn+l módulo da com --1 l:a(v1 ® ... ® e isomorfo ao dos P<:! P· p 
linômios homogêneos de grau p em n+l . - 1\ direta varlaveis. soma 
p n+ l ~ , f -O R e J.somor a a algebra polinomial em n+l variá-
p~o 
veis. (Lang 1 , cap XVI) . 
Dada a base canônica { ) de Rn+l, cl, ... ,e l n+ uma base natural 
para OpRn+l e dada por vetores da forma 
de e E {e 1 , ... ,en+l}, e os multi-Índices ij 
o e. 
lp 
on 
_:: i 2 ~ ... ~ ip, são dados por combinações p a p de {1, ... ,n+l}, 
o n+l -permitindo repetição. A dimensão de O-R c portanto o numero 
destas combinações:-
(3.3.1) .. Cn+pp) *{n+l,p) - dimensQo de OpRn+l -
Ordenaremos a base de seguinte forma: 
' 
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Indexamos de 1 a n+l os produtos de p fatores iguais e a partir 
dai adotamos a ordem lexicográfica, para os demais elementos da 
base. Por exemplo, para o3R3 , a partir da base {e1 ,e 2 ,e3} de R
3
, 
obtemos a base {u.},l <i< *(3,3) = 10, 
l -
ul el o el o ' ' u6 el o e2 o e2 
• 
u2 = e2 o c o e2 u7 el o e2 o e3 2 
u3 e3 o e3 o e3 UB el o e3 o e3 
u4 el o el o e2 u9 = e2 o e2 o e3 
u5 = el o el o e3 ulO = e2 o e3 o e3 
Os elementos da base assim construlda serão denotados por u. , 
l 
se quisermos nos refer i:ç a sua ordenação, ou por u 1 , I= ( i 1 , ... , ip) 
quando for conveniente mencionar seus fatores. 
A partir do produto interno do p-ésimo produto tenrorial, que 
e dado por:-
<V 1 W ) p p 
induzimos um produto interno om oPRn+l . 
Io(v1 0 ... 0 vp), 
,4 I a (w 1 0 ... 0 w )> p. p 
I 3. 3. 21 
Para p 2, 
= J.-, ); ( vl' 
P· 
(v. 
'p 
(v f w. ) 
p Jp 
que é o produto interno definido em Little, [23] . 
Observamos que em relação a este produto interno, 
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a base 
{ui} de OpRn+l é ortogonal. Falta-nos entao normalizá-la. 
onde 
Para 
Para 
I ;o: (i,i, ... ,i), 
e
1
.o ... oe.> 
l. 
--l:,t::<e., e.>P = 1 p. l l 
i -- n+2 
l 
=-,I<e1 , p. . . • < e l' 
(j 1 , ... ,jp) e permutação de (1, ... ,1,2). 
= 
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Portanto, <u~ .. u 2 > n+.c n+ 
l P! . (p-1)! l p 
Para i genérico, I- (i1 , ... ,ip)' teremos 
D ' ~ n+l' 
onde pk, l < k < n+l, e o numr:e>ro de fato.res ek que comparecem 
P t t b l d () pRn+ l' d .I o r an o, uma as e (·,rtonorma e e a c a por 
i 1, ... ,*(n+l,p), 
I 3. 3. 3 I onde p! 
Estabelecemos finalmente o isomorfismo isométrlco 
definido por 
N *(n+l,p) 
{c.} é a base canônica de RN 
l 
{v;,}' 
l 
Do que foi proposto neste parágrafo, falta só ver que N = 
= v(n+p)+l. Esta igualdade, foi, para nós, o primeiro indicativo 
de que os resultados utilizados P'-Jr Li·ttle e Pohl [ 241 para p = 2, 
poderiam se estender de modo natural para p qualquer. 
Observamos que N = *(n+l,p) =dimensão de OpRn+l, -e igual 
ao número de derivadas de orG· :m exatamente p de uma função de 
n+l variáveis. Como já vi.mos, 
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( n+p\ N = *(n+l,p) = P~ e então, v(n,p) que e o nu-
mero de derivadas de ordem até p de funções de n variáveis e dado 
por: 
v(n,p) =*(n,l) +*(n,2) + ... +*(n,p) = (n) 
l 
Queremos ver que N = 1 + v(n,p) ou seja, que 
(3. 3. 4) 
Esta Última igualdade e obtida aplicando-se sucessivas ve-
zes a relação de Pascal:-
+ 
(n+p-~ 
\p-1) 
§ 4- A o..p.f.-Lc.aç.ão de Ve.tr.ovte~s c_ de o!(_de_ru p. 
Como já definimos em 3.1, a aplicação de Veronese de ordem p 
e dada por: 
X 
v ... o v 
v---
p vezes 
l 
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Para N = *(n+' ,p), vamos considerar a identificação OpRn+l= 
= RN, dada pelo isomorfismo isométrico obtido anteriormente, e 
expressar x(v) em funções das coordenadas (x1 , ... ,xn+l) de 
ou seja 
onde 
x(v) 
x(v) = 
+ 
+ 
+ 
N 
I 
i=l 
(p-1) .1. 
-
--''--'---- p-1 X X e 
1! (p-1)! n n 
e a base obtida em 3. 3. 3. 
+ ... + 
+ ... + 
= 
v . 
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Portanto, a expressu.o da aplicação de Veronese de ordem pé: 
X 
(3,4.1) onde 
Por exemplo, 
X 
p! 
in+l 
X 
n+1 
i p 
, ... , vP p-1 x x- 1 I , n n-
i p = p 
R15 , e dada por: 
i. E N. 
J 
! 
,, 
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§ 5- A VaJt.te.dade. de iie.:wvte..se. padJtão de. ohdc_m p e d{menr..ão n. 
Consideremos finalmente a restrição de x a sn. Sua imagem 
x(Sn) C climnada vaf!i.edadc de Vc-~<:·He_-61.! padhéi_o de. andem p r_ dlmr_ll-
:~,i'io n. Vamos estabelecer alguns resultados envolvendo 
-•OpRn+l::: RN. 
3.5.1. PROPOSIÇÃO: x(Sn) c SN-l, paJta todo p. Pa.Jta p i.mpM 
n 
x:S ----+ 
n X : S ------>-
-~._, RN e_ inj12tJ..va e paha p pa!t x,J..nduz uma ap.LLc.açâo J.njetiva no 
e~paço pJtojetivo Jteaf, x 
De fato, dado v E sn , 
<x(v), x(v) > = <vP, vpl -· <v,v>P = 1 (de 3.3.2) 
Por outro lado, 
x(v) = x(w) 
Portanto, para p impar, temos injetj_vidade x (v:1 = x (w) ~v= w. 
Para p par, temos x(v) =x(w) <=> <v,w) =±1 <==~ v=± w, o 
que permite passar ao quociente a aplicação e torná--la injetiva. 
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(p par) 
3.5.2. PROPOSIÇÃO. Pa!La p pa-'1 x(Sn) c ..otã c.on;t;_da num 
HN-l de RN. Jun:tando-.oc. c_.ste fLeJ.Jut:tado a 3.5.1, :temo.o 
hJ..prJtpfano 
x(S0 ) c 
c SN- 2 I E) ~ SN-l n H. 
De fato, se 
+ 
+ ... + 
2 
X 
n+l 
~ 1 => 
+ xp + E. p- 2 2 + 
n+l 2 xl x2 · · · + 
+ . . . + 
• 2k1 + . . . + 2k0 + 1 """ p 
+ ... 
N 
E 
2 
+X 1) 
n+ 
~ 1 
ca (veja 3.4.1) que existe uma combinação linear; L: k.y. =; 1, 
i=l 1 l 
o 
que significa que x(Sn) está contido no hiperplano H de R0 defini 
do por esta Última igualdade. 
Para calcular o raio I __ , de Sv(n,p)-l(c), notamos que se o 
N 
hiperplano H é dado por >: 
i::::l 
e norma 1 a H e u E H. 
a.u. = 1, o vetor 
l l 
1 
u~--[ a. 
l 
(al, ... ,aN) 
.. 
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Temos então c: 'c 
2 D + D 7 
c = ( v' - u, v- - u ) 
' v E s
11 p 
. or exemplo, 
para p = 2, u = l 
n+l (l, ... ,l, 0, ... ,0) e 
'----v--·· 
n+l ':~~zes 
E :::: / .____.!2_ 
n+l 
3.5.3. PROPOSIÇÃO. n N - -P.::11.a p impa!t x: S ------)...- R e uma a.pL-lc.aç.a.o ~ub~ 
Vamos primeiro observar que x: Rn+l ----+ OpRn+l é substancial, 
seja p par ou impar:- Da expressao x(x1 , ... ,xn+l) 
dada para a aplicação de veronese em coordenadas CA.rtesianas 
(3.4.1), já podemos concln:Lr que x(Rn+l) não está contido um ne-
N 
nhum hiperplano de R , l'ois, ,. se isto ocorresse, terJ.amos uma rel~ 
+ kNyN ·- kN+l' o que acarretaria numa relação de 
dependência linear entre (todos) os monômios homogêneos de grau p. 
Assim, existirão vetores v 1 , ... ,vN de Rn+l, 
{x(vi)} é um conjunto L.I. Como x(O) = O , vi I O 
tais que 
para 
x (u.) 
l 
l 
= ---
1 V. lp x(vi). Logo, teremos sempre 
(seja 
l 
p par ou lmpar) um conjunto de N vetores u. de SN 
l 
{x(u.)} é L.I. em RN. 
l 
tais que 
Notemos agora, que para p ímpar, x(-v) = (-v)P =, -x(v). Isto 
implica 
H C RN 
' 
em que, se x(S11 ) estiver contido em 
este terá. que passar pela origem, pois 
algum 
se 
hiperplano 
H = v + S, 
o 
s 
subespaço, x(v) -x(-v) = 2x(v) E S x(v) E S, \f v E sn ou 
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seja H~ S. como mostramos que x(Sn) contém N vetores L.I., es-
te conjunto não pode estar contido em nenhum subespaço próprio de 
RN, o que conclui a demonstração. 
3.5.4. PROPOSIÇÃO' n N _ p n+l -x: S -------->- R = O R e uma imejc.6ão, 
C SN-l uma .6ubvaJt_{__edadc.. x -6 eha potLtanto, u.m meJtgulho 
cial, .6e p 6oJt lrnpa!t, e induzin~ um meJtgulho 
Consideremos inicialmente, a aplicação p-linear simétrica X, 
associada à aplicação de Veronese x. 
X 
X • • • X 
p vezes 
(vl, ... ,v) 
. p 
Tomando a aplicação diagonal 
d n+l n+l 
--"--4R x ••• xR 
v (v,v, ... ,v) 
temos que x = Xd. 
Portanto, a aplicação deri.vada x' (u) 
pela regra da cadeia:-
,, 
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x' (u) X'(d(u)) ·d'(u)~ 
~x'(d(u)) ·d. 
Assim, x' (u) (v) =X' (u, ... ,u) • d(v) = 
x'-(u, •.. ,u) (v, ... ,v). 
Como X e uma aplic.•r;:-~.o p-linear simétrica, temos portanto, 
X 
x' (u) (v) = px(v,u, ... ,u) = 
p·vouo ... ou 
A derivada da restrição 
Rn+l--+ RN, nos pontos de 
Rn+l X 
iu 
/ 
,/// 
/ 
X 
sn. 
n TSn RN (xIS I ' (ui --~ 
u 
n 
X: S 
TSn: 
RN 
/7 
e dada por 
ixl Sn)' (u) (v) ~ x' (i(u)) i.' 1- '(v) x' (ui (v) 
e a derivada de 
(Elon [22] v. I . 
Portanto, dado n u E S , 
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(3.5.5) x (u) 
x'(u)=O 
v~ 
p-l pu o v 
p-1 pv o u = O ~ v= o ou u ::: o pois o 
anel dos polinÔmios e um domlnio de integridade (veja 3,3). 
Como E sn u ' u " o x' (u) e injetiva para todo u e 
portanto x e uma imersão. 
e 
Temos assim:-
i) Para p lmpar, de 3.5.1, x: Sn ~ OpRn+l ~ RN e uma 
imersão injetiva e portanto um mergulho (.Sn é compacta) . 
Logo, x(Sn) é uma subvariedade de RN. 
ii) Da mesma forma, para p par x induzirá (3.5.1) mergulho 
x: 
e subvariedade de RN. 
3. 5. 6. Analogan1ente ao caso tensor ia!, duda uma aplicação linear 
s: Rn+l ----+ Rn+l induzimos 
1 
' 
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dada por 
estendida linearmente. 
Vamos verificar que ,se. s ~~-um i--somo!t{l-l-ómo -Üom(:_tJc{c.o, sp :tam 
bê.m o .õe.Jr.â. Para isto, tomamos a base {w 1 } ortonormal de oPRn+l , 
dada em 3.3.3 
'(K 
= K 
l 
l 
s (e. ) 
J l 
o ... o 
o ... o 
e. ) = 
l p 
s (e. ) . 
lp 
Do n+l fato de { s(ej)} ser uma base ortonormal de H ( s e iso-
metria) concluimos da mesma_ forma que 3. 3 , que { sp (w i)} e uma 
base ortonormal para ·, n+l p C H . Logo, s é um isomorfismo isométri-
co. Temos então, o d_~_ugrama comutativo:-
Rn+l s Rn+l 
X 1 /. .. I 
RN OpRn+l sP \ yRn+l RN 
- -
Este diagrama dá a idéia de quanto a variedade de Veronese 
padrão x(Sn) é "homogênea" em RN. NÓs transferimos da esfera Sn 
7l 
x(Sn) a propriedade de que todos os pontos sao obtidos de único 
t . t . I n) . . pon o, por uma 1some r1a que preserva x S . Mals prec1samente,t~ 
mos a seguinte proposição que é uma extensão do Corolário 3.6 de 
Little [23], pg. 318. 
3.5. 7. PROPOSIÇÃO. Na vatL-iedade. de Ve.Jtone./H_ padJtão de dime.vtt.ão n 
to, pode 0e1L levado em qualque.Jt outtLo ponto e ne6eneneial o!Ltono~ 
111al tangente, pon um movimen~o ~Llgido q1tr leva a VeJtone0e nela 
{w1 , ... ,wn} referenciais ortonormais dos espaços tangentes 
e x' 
n I lu 2) ITS ) u2 respectivamente. Temos então, de 
3 . .':i. 5, 
x' lu ) f. pfi P-1 V, ~ ~ o u· l o l o 
w. ~ x' lu1)gi ~ pgi o p-1 l u1 
e 1 < i < n, sao vetores de 
pectivamente. 
Além disto, com {vi} -sao ortogonais, para i I ] 1 
I pf. o 
l 
pf. 
J 
D-1 O U'- ) = Ü 
1 '= 
res-
•• 
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=!>(f. 
l 
l ' ( f 
-, 1 'f p. l 
o = 
h, ) . . . ( u 1 , )(2 
onde (hk 1 ••• ,hk ) e uma p..:~:~:mutação de (fj, u1 , ... ,u 1 ) l p 
3. 3. 2 I . 
Desta Última i~íU;:I-~ !ade temos que, como 
lp-l I ! 
• ( f i, 
p! 
e l ' 
c-=õ>(f.,f )~O 
l J 
De modo análogo conclui.mos que < g i, gj > == O 
e que para 
i J temos 
para 
(veja 
<v.,v.> 
l l 
l = 
2 (p··_l_)! 
p -- p-! -- (f.,f.>--1 
l l 
l ~(f.,f.>= 
l l p 
e <w.,w.>=l 
l l = 
Ou seja, dada as bases 
1 
>(g.,g.>= 
l l p 
·rtonormaj_s {v, } de Tx ( s 11 ) 
l u 1 
e {w.} de T>·(S 11 ) , temos 1. u 2 
x• (u 7 )g., onde [f.} e{.,_} sao bases ortogonais e 
- l l l' 
e 
de 
w. = 
l 
norma 
constante igual a /I p 
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respectivamente. 
n+l Consideremos a transformação ortogonal S de R que leva a 
base ortonormal, {u 1 , IP f 1 , ... ,;p fn} em {u 2 , /:P g 1 , ···r /P gn} 
correspondentemente. 
Utilizando o resulta do 3. 5. 6 anterior, induzimos o isomorfis 
mo isométrico sP, 
Rn+l s Rn+l 
X 1 lx 
N sP RN R 
Da comutatividade do diagrama, 
o 
s'(x'(u)f.) l l 
=: p g. o 
l 
Além disto como 
p-l 
u· 2 
n 
x(s(s I I 
o que conclui a proposição. 
p-1 
o u ) = l 
l 
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§ 6- A não ,s;_f'tgtt.Larc.tdadc de o-idtm p da ap{'_{_caç.ão de VcJtoneJ.:.e.. 
Dado o caráter homogêneo da variedade de Veronese,para veri-
ficar o que nos propomos neste parágrafo, bastará fazê-lo num po.!2_ 
to: 
3.6.1. LEMA. A nao ".'lingrLi'(U!-idadc de_ oJtdem p da apLtc.aç.ão de. Vc.!Lo-
11 c.~ C'. em u.m ponto 
Seja ~ : A -~ n s aberto, uma naramet.rização 
o !L-
tal 
que u 1 E ~(A) é dado um outro ponto qualquer u E Sn. Dentro do 
atlas compatlvel de Sn teremos uma parame·trização de urna vizinhan 
ça de u, dada por c(l = s-~. onde s é uma transformação ortogo-
nal de n+l R que leva em u. 
Consideremos o diagr .1.ma:-
~:!i Rn+l s Rn+l c , 
? i \x I X 
I N l'l N Rn ,c; • Rp A c R .. - .. ---·-> 
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Suponhamos que x seja nao singular de ordem p em u1 , is 
to quer dizer que dada uma parametrização W como acima, com 
la) l<k<p} 
e um conjunto de v(n,p) vetores L.I. 
Verifiquemos que x também e nao singular de ordem p em 
qualquer outro ponto u E n s ,_ 
'romamos a parametr.ização slj.J . 
slj.J(a) = u e, 
(a) ~ "k p I a S Xlfl ax .... Ux. 
ll lk 
la) . 
Usando a regra da cadeia e u linearidade de 
p 
s~ , 
Dada a injetividade de ., st, temos a independência linear de 
(a) , 1 < k < p} c portanto a não singularidade de or 
dem o de x em u. 
., 
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- - d d - n 0p1,.n+l~_, 3. 6. 2. PROPOSIÇAO. A apfic..açao c V e.Jto 11(1_,.<, e_ pa Jtao x : S -+ c.. 
RN I dada polt X (v) "" vp e nàu .6~i.ngu)'.iVL de. oJtde.m p. 
Usando o resultado do Lema l, bastará mostrarmos que x é não 
singular de ordem p em u 1 ~ e 1 (primeiro vetor da base canônica 
de Rn+l). 
onde 
I / I 
I '. I 
I .\ I 
I 1\-,--' I ~ I ;·· I !:___. 
c ----L_;.,_-+--~ 
" · I I ' ' I ' 
' '·I 
. ,\
X 
Tomemos a parametriz<J.,,';' 
B n ------+ S 0 , ;', ' ' X ] i\X~····'-n+l 
' ' 
' e e a bola padrão de 
raJo 1 e centro na origem. Temos então 
~IJ(O, ••• ,O) ""e
1 e portanto, 
(3.6.3) 
-x. 
~ (--' 
X ' 
0, ... ,1, 0, ... ,0) , para i=2, ... ,n+l. 
l 
Logo, (0, ... ,0) ·- c. 
l 
para i=2, ... ,n+l. 
Podemos observar também que, para k > 2 , 
.,k,,, 
I 3. 6. 4 I " ' I .., " (0)=me1 , onde m=mi1 , ... ,ik)ER o X. • •• o X. 
EXEMPLO: 
ll lk 
8x. élx. 
l J 
"2, 
I o l ~ o para 
~-"'101 ~-e 2 1 lmli,.i) ~ -1) 3x1 
Calculemos finalmente 
i " i lmli,j) ~O) e 
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I OJ ' 1 k < p f 2 < i. < n+l} e mostremos J 
que este conjunto de v(n,p) vetores e linearmente independente. 
l 
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Para 
2 
d X~ lu) 
3x. 3x, J , 
(xl)J) 1 1) = x• (1./J(u)) • \(!' (u) , e portanto, 
I u) ~ x'ID,Iu)) ·~'lu)e. 
. l 
~x'lwlu))IIV'Iu))e.) ~ 
l 
x'l~'lu)) (veja 3.5.5) 
~ ~x1--ª-.í_ 1 J wl l wl Jl ., u ' u ' .•• ' u ~ ~ dx. 
l 
(_\ .,. lu) o ~;lu) o ... o wlu) 
k = 2, 
=pX' (~(u),l/J(u), .•• ,~~lu)) ((} 1P)' (u),l)i'(u) .•... ,lp'(u))e. = 
oxi xi J 
~px' l_llllu) 3x. ' 
,~, 31/; 
-.,-lu), ... ,~lu)) ~ 
a X. X. 
<!Jiu), ... , o);lu)) 
l J J 
~(u), ... ,<!J(u)) + 
\ ' 3 ~} + (p-L X i-3- lu) , xi 
3 ~J h~ (u),l/;(u), ... ,D,(u))J 
_) 
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Para k genérico 
+ p lp-1) 
k < p, 
3~ 
o --lu) 3x. 
'1 
o ~(u) o , .. o~ (u) + 
+ p lp-1) 31) o ---lu) 3 X. o l/J(u) o ... o ~J (u) -1-
'2 
+ ... + 
,k-2,,, 3·' 
+ plp-1) lp-2) occ-''----"~~-lu) o --"'-lu) 3x ... . âx. Ox. 
13 lk ll 
+ ... + 
d~ 
o-.1-iu) <X. 
'2 
o tjJ(u) o •.• o 1/J(u) 
aw plp-1) ... lp+1-k)-3 -lul X. 
a~ o~--(u)o ... X. 
d~J! 
o ~ o ~~lu) o .•. o ~lu) 
'1 '2 'k 
(Para k = p, no último termo da soma não teremos fatores 1)J (u)). 
Utilizando os ciilculos anteriores para e 
l 
' 
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;veja 3.6.2 e 3.6.4) , temos 
= pe1 o ... o e 1 o e. l 
ax~ (O) ~ 
dx. dx. 
l J 
pe 1 o ... o e 1 o m(i,j)e1 + 
+ p(p-l)e1 o ... o e 1 o e. o e, l J 
onde m(i,j) óij 
e, para 1 < k < p . 
k 3 x~ (0) ~ p e o ax .... ax. 1 .. 
1 1 1 k 
+ ... + 
+ 
+ 
+ p (p-l) .. (p+l-k)e 1 o ... o e 1 o e. o ... o e. ll lk 
Vamos consü:er.:'lr- agora a matriz M das coordenadas dos vetores 
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em relação a base o ... o 
' 
I ~ 
(i11 ... ,i ) 1 1 <i. <i. 1 < n+l, soque, diferentemente de 3,3 p - J - J+ -
tomaremos em {vi} a ordem lexicográfica:-
e , ... 
n 
Em relação a esta base assim ordenada, o Último coeficiente 
k 
nao nulo de =--'''--"'x"'-~ =-I O ) e 
ax. • .. 3x. p(p-l) •.. (p+l-k)' (veja 3.6.6) re-
ll lk 
ferente ao elemento e. da base. 
"k 
Além 
disto, todos os coeficientes eventualmente nao nulos anteriores 
serão referentes à elementos da base de que conte-
nham um numero maior que (p-k) fatorPs e 1 . Isto significa que a ma-
triz M será da forma:-
I 
' 
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M ~ 
3. 6. 7 
o o OI 
o 
' 3 ) 
• 
• 
• 
- - - - - . -- -- - - - - - -
r 
A p 
NX (N-1) 
Isto é, retirando-se a primeira linha de M, escrevemos o res 
tante a partir de matrizes-bloco, 
p • I 
n 
(I é a matriz identidade de ordem n). 
n 
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A2 = p(p-1) Io(n,2) • (veja 3.3.1) 
Ak = p ... (p-k+1) • Io(n,k) 
A = p' I p • *(n,p) 
Abaixo destas matrizes-bloco, teremos em M só elementos nulos. 
Portanto, retirando-se a primeira linha de M, obtemos uma matriz 
quadrada de ordem N-1 = *(n+l,p) - 1 = v{n,p) (veja 3.3.4), cujo 
determinante é dado por:-
n 2 1 *(n,p) p • [p ( p-1) J • • • p. J " o . 
Com isto, podemos afirmar que os v(n,p) vetores: 
êJx .••• dx. (o) 
ll lk 
f l < k < p ' 2 < i. < n+ 1 , 
J 
sao linearmente independentes. Finalmente, usando o lema 3.6.1 , 
concluimos a prova desta proposição. 
§ 7- A vo./L-ledade_ de Ve.!Lonche de d.Lme_VIDão n c o!(dem p. 
3.7.1. DEFINIÇÃO: Sejam N ·- *(n+l,p) e P sn ----t- RN, dada por:-
1 
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onde os [ sao poli-
i<i1 < ••• <i <n+l - - - p-
nômios homogêneos de grau p, em x1 , ... ,xn+l' 
[ l x .... x. (a. . , ..• , 
1 1 J.j 1 1" .. J.p l_::_i1_::_ .•. _::_ip:_n+l 
Consideremos os vetores 
v 1 = a. . ll ... lp 
1 N 
= (a. , , ... ,a. . ) . Se, estes N 
ll'""lp ll ••• lp 
*(n+l,p) 
vetores forem linearmente independentes chamaremos a P de aplica-
ção de Veronese,a P(Sn) de vaniedade. de Ve.!tone..ól?" d·G d,tme.n~..oão n e 
oftde.m p . 
Ordenamos os v 1 , I= (i1 , ... ,ipJ' 1 < i 1 < ••• < ip 
com a mesma ordem dada em 3.3 (Ordenamos primeiro os n+l 
< n+l 
vetores 
de Índices todos iguais e adotamos depois a ordem lexicográfica) • 
o isomorfismo que leva v. 
l 
em (onde 
e pj é número de vezes que j comparece na p-
-upla (i1 , ... ,ip), é tal que TP = x, onde x é aplicação de Vero 
nese padrão. Temos portanto, u seguinte proposição 3.3 de Little 
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3.7.2. PROPOSIÇÃO. Toda vanie.dade. de. Venone.~e de. d~me.nhão n e oh-
dem p pode ~eh levada poh um ~homoh6ihmo 
de de Ve.none.~e. padnão. 
N N T : R ----+ R na va!tie.da 
O resultado que se segue e simples de ser observado mas, ele 
e básico neste contexto e dá-se uma caracterização para a nao sin 
gularidade de ordem p:- ela é preservada por composição com iso-
morfismos. 
3.7.3. PROPOSIÇÃO. Dada uma apticação na o 
de. oh..de.m p , e. um i.bomoJt6-Lõmo m m m -T: R --+ R , Tf : M --+ R tambe.m 
ê não r.,ingu.ta.JI. de. andem p. 
Observemos inicialmente que dadas aplicações 
Rn ~ R5 ~ Rm , T linear, então usando a regra de cadeia e in-
dução em k,vemos que 
ax .... ax. = T 
ll lk 
Comparando com as cartas de M e através da injetividade de T 
concluimos a proposição. 
Finalmente, justapondo-se (3,6.2), (3.7.2) e (3.7.3), temos: 
3.7.4. PROPOSIÇÃO. Toda apf.{..c..aç.ão de Vc.Jto11e.-6e de. d;.me.fHÕ.o n e o!t-
de.m p, P: sn ______.,_ RN, ê. não .f!.(_Hgu.eaJt de. ohdem p. 
1 
• 
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§ 8- Ampt-Lação doõ RewUadoõ 
Ao observarmos o que foi relevante em 3.6 para provarmos a 
nao singularidade de ordem p da aplicação de Veronese, detecta-
mos que além de forma especial das derivadas de x o fator essen-
cial é que numa parametrização W de Sn, temos~ e suas derivadas 
linearmente independentes. Neste sentido, obtivemos a seguinte 
proposição. 
3.8.1. PROPOSIÇÃO. Se.Ja uma ime.Jt.óão f: Mn--+ Rn+k Jtadialme.nte. 
.tJtan.6velt.6at, J._.õ:to ê, tal df que f, -,-
ax1 
df 
, ... , ax .6e.ja.m l.lempJte L.I., 
e 
em 
~ 
n 
a aplieação de. Ve.Jtone..6e.. Então xf : M ___,. 
p . 
Dado p E M, seja ~ ' u ~M, u c Rn inversa de ,,uma carta 
torno de p ' e ~ (o) = p. Consideremos a compos1:a xf~ ' Rn ~ 
OpRn+k 
' 
dada por xf~(u) ~ [f(~(u))]P. 
Da condição de M ser radialmente transversal, os vetores 
f~ (u), v ~ l (u), ..• ,v n 
~ df~ (u) 
dx 
n 
são sempre L. I. em Rn+k. 
Para k > 1 podemos completá-los de modo a formar uma base {vi}, 
O < i < n+k-1. 
Podemos considerar em OpRn+l o Jt.e6eJt.enc._{_af m(Jvei {w1 }, onde 
3. 8. 2 
Os vetores 
< i < n+k-1 p . - . o 
p n+l 
w1 = w1 (u) formam uma base de o R , 
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na qual 
tomaremos a ordem lexicográfica: w - w i - I i=l, ••. ,*(n+k,p). 
Procedemos agora, da mesma forma que em 3.6. 
Para cada u, ( u) se 
escrevera em relação a este referencial {wi} wi = wi(u), com coe 
ficientes tais que o Último não nulo será p(p-1) ... (p-k), referen 
te a o .•. o v 
o 
ov.o ... ov .. 
J l Jk 
(compare com 3.6.5). Isto 
ocorrera porque todos os termos anteriores contêm pelo menos um 
fator v = f~(u) a mais e todas as derivadas de ordem mais alta 
o 
(que comparecem como fatores dos termos anteriores) poderão ser 
escritas corno combinação linear de 
~ 3f~ f1f;(u), ••• ,v -"-
n oxn 
(u) vn+l'' .. ,vn+k-1 
Da matriz M dos vetores em relação ao referen-
cial móvel 3.8.2, consideramos a submatriz referente aos coefi-
cientes em relação aos vetores wi, I=(i 1 , ... ,ip), O< i 1 < .•• <i <n. - - - p-
., 
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Esta submatriz M1 , será de formato idêntico ao da matriz dada em 
3. 6. 7 e terá, como esta, posto v ( n, p) . Isto conclu:L nossa demons-
tração. 
Vamos observar melhor as expressoes dadas em 3.6.5 e ver 
em que condições podemos obter uma reciproca da proposição ante-
rior. 
Partimos de uma aplicação f : M11 -- Rn+k tal que 
af af f, Oxl, • ·., õxn são linearmente dependentes em algum ponto y
0 
EM, 
e vamos verificar se existe a possibilidade de P n + k xf : M --+- 0 R 
ser nao singular de ordem p em " . 
"o 
Dada uma carta t)J em torno de 
y
0
, y
0 
=~(O), temos que 
3f;j; 
= -3-(o), ... ,v x 1 n 
n+k 
sao L.D. em R . 
Consideremos a compost_a xflf! R11 __,_ OpRn+k. 
Corno 
p-1 
v 
o 
o v. 
l 
o-1 P[f~ (u)) • o 
-sao L. I. 
~(u) (l X. 1 temos que 
l 
se, e somente se, 
Suponhamos portaTJ"to, v 0 t O e {v1 , ... ,v11 } L.I. 
os 
v 
o 
vetores 
" o 
e 
(se isto 
nao ocorrer já teremos a singularidade de ordem p em y ). Podemos, 
o 
a menos de mudança de ordem para i?:._ 1, considerar 
L. I. (v = 
n 
n-1 
L 
j=O 
À. v.) e completá-los a uma base 
J J 
{v ,v1 , ... ,v 1 } o n-
{v, •.• ,v 1 ,u, . o n- n 
n+k 
. • , u k 1} de R n+ -
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Procedendo como na demons-
tração da proposição 3.8.1, construímos uma base para OpRn+k. A 
matriz A dos coeficientes de atxf<jl ~~~~-~--(0), em relação a esta ba Clx. • •• dx. 
J.l l.Q, 
se de OpRn+k, que e de ordem *(n+k,p) x \>(n,p), tem nulas todas 
as linhas referentes aos elementos da base que contenham algum 
fator n < i < n+k+l, e nao contenham nenhum fator 
Teremos portanto, no mínimo, 
*(n+k-l,p) - *(n-l,p) 
linhas nulas em A. Ou seJa, 
Posto de A< *(n+k,p} - *(n+k-l,p) + *(n-l,p) 
Ou ainda, 
Posto de A< *(n+k, p-1) + *(n-l,p) 
v 
o 
Assim, para k""l pcxlerros obter ô recíproca da prq::osição anterior, pois, 
Posto de A < *(n+l,p-1) + * (n-l,p) ""v (n,p-1) + 1 + * (n,p) - * (n,p-1) 
Portanto, Posto de A < v(n,p), (para n > 1) e temos a nao sin 
gularidade de ordem p:-
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f .. Mn ~ Rn+l, n p n+l_ 3.8.2. PROPOSIÇÃO. Vc.,La n> 1, xf: M --+-O R = 
v(n,p)+l - - . -
=R e nao .6--tngu{aft de. o!tde.m p .fle., e. -6ome.11.tz .t.e. f e. -Lmc_ft-
Cabem aqui duas observações: 
-A proposição 3.8.2 não é válida no caso n=.l. 
exemplo é dado por uma translação T de s 1 em JR 2 : 
Um contra 
8T Teremos dois pontos onde 'l' e sao L. D. e no entanto a com as 
posta 
xT 
e nao singular de ordem 2. 
- Não temos para k > 1 uma reciproca da proposição 
Tomando, por exemolo 
n=p=k=2, e f 2 = (s+l,t, st,s ) 
3.8.1. 
at af temos que no ponto (0,0) f, 35 e at sao L.D. e no entanto 
xf : R2 --+ R10 e não singular de ordem dois neste ponto. 
Veremos a seguir que no caso de M ser uma variedade compacta, 
a condição f : M0 ----+ Hn+l ser imersão radialmeni::.e transversal 
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só pode ser satisfeita quando M é a esfera Sn. Isto descarta a 
possibilidade de se obter, para outras variedades Mn c Rn+l, anli 
cações não singulares de ordem p , 
xf Mn---+ Rv(n,p)+l , 
por composição com a aplicação de Veronese. 
3.8.3. PROPOSIÇÃO. Se.Ja Mn uma vanie.dade. c.ompac.ta e f 
-
uma ime.~6~o tLadialme.nte ttLan6ue.tL6al. Ent~o M ~ di6eomon6a a e.66e.-
n 
!La S . 
Seja f :M 
-
Rn+l 
' 
tal que 
f a f i 1, ... , n e ax. sejam sempre L, I. Definimos a aplicação 
' 
f (x) 
I f (xJ I 
Vamos mostrar que esta aplicação e uma imersão sobrejetora e por-
tanto um recobrimento de Sn. Finalmente mostramos aue f é injeti-
va e concluimos a proposição. 
Precisaremos so seguinte resultado:-
i) A ap.Llc.ação r : Rn+l - {O} ---+ sn, dada pon r (y) = 
que. 6ua detLiuada e.m qualque~ ponto 
ti66az ker r 1 (a) =<a> • 
n+l 
a, r 1 (a) :R -------+ 
__x_ 
' I Yl 
Rn+l 
' 
~a-
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De fato, obse~:varnos que, para todo a e todo x de Rn+l 
a t- O, 
r'{a)x =o (x,a) a+ 
l 
x' 
I ai 
l 
I ai 
l x ~ --(x 
I ai 
-~:,a> a) 
< a 1 a> 
Isto permite dar uroa descricão geométrica da atuação de 
r' (a). (Porteous [281 '5 20). 
Desta relao:;ão fica claro que x E ker f' (a) ~=::- x À a. 
Vamos ver agora qu·:o rf : H .. ------lo-
r f (x) = f(x) é imersão. Dada uma carta de 11' 
I f (xl I 
93 
rf~' (u) = r' (f~ (u)) o (f~)' (u). Como (f~)' (u) e 
injetiva , ker r' (fi)! (u)) = < flj! (u) > e H (u) ?' f~>' (u) (Rn), pois 
f é radialmente transversal, temos que rfl)J' (u) também é injetiva. 
Como M e Sn tem a mesma dimensão, temos também que rf e um 
difeomorfismo local e portanto, uma aplicação aberta. Da compaci-
dade de M, temos que f(M) c sn é fechado e sendo também aberto ; 
f(M) :::: Sn. Usando ainda a compacidade de M, temos a aplicação de 
recobrimento~-
M 
;1 
11 
.• + 
sn id sn 
Como n ~ 1 (S ) = 0 1 para n > 2, existe o levantamento ,, da 
identidade em Sn, id = rf~. Como rf e uma imersão, ~também o 
será. Usando novamente a compacidade, conexao e mesma dimensão de 
M Sn 1 · - d'f f" -l f e , cone UliDOS que w e l eomor 1smo, w = r . 
EXEMPLOS E OBSERVAÇÕES. 
Sn-1 x Rv(n,p)+l X R --4 , x(v) = vp ê. não -ó~ngufa![_ de oiLdem p. 
Aiêm di.õ;tO, paJta p pah x (Sn-l x R) c h-Lpe.hp.f:'ano. 
Este exemplo e uma consequência da proposição 3.8.1, pois 
., 
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- Sn-1 x R ,_ Rn+1, e a inclusao natural ~ radialmente transversal. 
No caso n = 2, obtemos a imersão x : s1 x R --+ R3 o R3 ::: R6 , 
onde x(S1 x R) está contida no hiperplano 
- 1 
u 1 + u 2 = 1. Compondo 
com rotação e translação, temos X : S X R --+ R5 , dada por 
;{(z,t) 2 z ' /2 ·tz 1 2 t ) , nao singular de ordem dois. 
Observando a geometria desta aplicação 1 notamos que a circunferên 
cia de nivel t t O, é levada num nó do tipo (1,2) num toro chato, 
cujos raios tem razão de proporção t. As geratrizez do cilindro, 
sao levadas em parábolas. Como x(v) = x(w) ~ v = ± w, temos 
que X \ s1 x R++ é injetiva. Podemos então obter, por composição, 
um mergulho não singular de ordem 2: X ( z, t) = 
em 
(_L__ 
12 
2 t 2t 
z,/2ez,e) 
3.8.5. Dada uma imersão f: M0 --+ Rn+k radialmente transversal, 
da proposição 3.8.1, xf:Mn-.--.-.---+OpRn+k:: R*(n+k,p) é não singu-
lar. Notamos porém, que para k > 1, em termos de codimensão, es-
te resultado e sempre pior que o dado pelo teorema de Whitney 
(1.5.1). De fato 
* (n+k,p) = * (n+k-l,p) + * (n+k,p-1) > 
> v(n,p)+l + *(n+k,p-1) > v(n,p)+n. 
Cabe ainda observ<:<r que, da mesma forma com que ocorre para 
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M ~ Sn, podemos ter para outras variedades alguma redução na di-
mensão do espaço de chegada, mostrando que xf(Mn) está 
em algum subespaço afim. Por exemplo, a aplicação 
= (cos s, sen s, cos t, sen t), que induz um mergulho 
contido 
~(s,t) = 
2 
cp : T ------+ 
R4 , (Toro chato) é radialmente transversal. 
3.8.1, obtemos aplicações não singulares de ordem 
--+ oPR4 ~ R*( 4 ,p). 
Da proposição 
2 p: X!ÍJ: T ------+ 
Para p = 2, ternos 2 4 4 R1o, xcp : T ------+ R o R ~ e notamos ain 
da que xcp(T2 ) está contida num subespaço afim de dimensão 8. Pe-
lo teorema de Whitney, existe um mergulho não singular de ordem 
dois em e no capitulo 1 vimos um exemplo de um 
tal mergulho em R6 . 
3.8.8. Esta observação é de caráter geral: Pana n _:_ 2, p > 2 e_ 
Mn c.ompac..ta, dada um(! aplicação M ~ RL não ~inguR.all. de. onde_m 
p, ex-L5Ll.1Lá um me.ngu.eho M _g____,_ RL ;também não ~J.ngufalr. de_ onde_m 
p. !Tão p!tÔx-Lmo de_ f quru·do .se que_-i.ha, na topofog-La de Wh-Lt11ey de 
cfa~óe cP). 
Verifiquemos esta afirmação. Seja wP (M11 , Rn+k) o conjunto 
de todas as funções de classe cP de M n+k em R , munido da topo lo 
gia de Whitney de classe cP Como M e compacta wP(Mn, Rn+k) = 
= cP(Mn, Rn+k) - funções de classe cP com a topologia da conver 
gência uniforme nos subconjuntos compactos. 
S · f ·. Mn --+ Rn+k - · l d d U R0 eJa nao Slngu ar e or em p e yj : j-------+ 
uma carta de M. Considerando vP (f, E) c cP (M11 , Rn+k) uma viz inliança 
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padrão de f como é d "tda em Elon [22 J, Cap. 11., vemos que se 
g E vp(f,E) as derivadas parciais de 
distância menor que t: ·-
r -1 
a: fy. 
=--'=,...--( u) -Ox. . .. ax. 
ll lr 
e 
Como a matriz M(u) formada por vetores coluna 
estão a 
< E • 
3rfy~l 
=-·--'c~-( u) dx. . .. dx. 
ll lr 
uma 
tem 
posto r{n,p), segue que para c suficientemente pequeno toda g 
em vp (f, E) será não singular de ordem p. Ou .6 e_ja, o conjun-to T 
da-0 apLi.c.aç_õe.-6 não .ó;_ngufaJr:.e.-5 de ofl..dem p e abeJt-to em cP(Mn ,Rn+k). 
JuntandO-se este fato a que, paraM compacta, H k _:. n+l, o 
conjunto E(Mn, Rn+k) dos mergulhos de Mn em Rn+k é aberto e den-
so em cP(Mn, Rn+k) (Elon [22! Cap. 11), temos a afirmação ini-
cial 3.8.6, para p > 2 e n > 2. 
3.8.7. Uma c.on-6equ~nc.ia imediata de 3.8.6 ~ a exi6t~nc.ia de. um 
mef1.gulho não J.J-<.ngu.taJt de oh.dem P g : Sn-+ Rv(n,p). 
' 
a 
97 
§ 9- Um ke.tac..Zovtame.n.to e.n-tfte. -na o 6.Zngufa!t~dade de. ohde.m do~6 e a6 
1.1exa. 
Embora nao tenhamos trabalhado diretamente com estes concei-
tos, achamos interessante colocar aqui um relacionamento entre 
aplicações não singulares de ordem dois, imersões justas, imer-
soes com a propriedade dos dois pedaços e aplicações de Veronese. 
Os resultados envolvendo imersões justas e com a propriedade dos 
dois pedaços, que resumimos aqui estão em Little e Pohl [24] e 
Kuiper e Pohl [20], Kuiper [J0] e referências contidas nestes ar-
tigos. 
Uma imersão f: M0 -- Rm tem a pnoptLü_dade_ do.ó doi6 peda-
ço-6, se todo hiperplano a divide no máximo em dois pedaços, ou 
mais precisamente, se para todo hiperplano H c Rm, com respecti-
vos semi-espaços H1 e H2 , f-
1 (H1 ) e f-
1 (H2 ) sao conjuntos co-
nexos. 
Dada M compacta, uma imersão n m f: M -·-----+R é chamada de juô-
ta (tight), se ela tem curvatura total absoluta de Lipschitz-Kil-
ling T (f) (Kuiper [19 l) minima entre todas as imersões de M em 
algum espaço euclidiano. Este conceito está estreitamente 
a. noções de convexidade (Kuiper e Pohl [20]). Para M ~ 
ligado 
sl 
T (f) = 2
1
n f I Pdsl 2:_ 2, onde P é a curvatura usual, s o comprimento 
de arco. A igualdade se verifica se, e so se f e um 
nwna curva plana convexa. Pa.ra uma superficie fechada M, 
em R3 e com caracteristica d8 Fnler X (M), temos 
mergulho 
imersa 
' 
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T (f) l 2n > 4 - X (M) • (K é a curvatura de Gauss) . Ex em-
plos de imersões justas são os 2 mergulhos de S sobre superfícies 
convexas e o mergulho usual do toro, onde temos T (f) = 4- X (M) 
Claramente estes exemplos também satisfazer.:. a propriedade dos dois 
pedaçõs. 
Uma imersão justa tem necessariamente a propri.edade dos dois 
pedaços, e a reciproca vale no caso de curvas e superficies com-
pactas (n=l ou n=2) mas nao vale em geral (Little e Pohl [ 24]). 
uma aplicação f: Mn ~ Rm e dita <',ub.ótan.c.ia.i se f (M) nao 
estiver contida em nenhum hiperplano. 
Little e Pohl em [ 24] que, "se Mn é compacta n > 1 e f : Mn ---+ 
---+ RN, N = ~ n(n+3) é uma imersão de classe c4 , substancial e 
- n que tem a propriedade dos dois pedaços, entao M é difeomorfa ao 
espaço projetivo real Pn, f e um mergulho e f (~!n) é uma varie 
dade de Veronese" (de ordem p 2 na nossa definiç,ão). 
3 9 l Em t . l t . - f·. M .. n , Rv(n,2)=N . . . par ~cu ar emas que, .oe_ uma --<--me.h-bao ~
te.m a phoph~edade do4 dol4 pedaço4, ela ~um mehgulho ~ao 4l~gu-
laJt de. oJtde.m doi.-6. Que não vale em geral a reciproca, pode ser 
constatado na própria aplicação de Veronese padrão de ordem dois 
- - n -que e uma irnersao e nao mergulho de S . A observaçao 3.8.7 nos g~ 
rante que, mesmo supondo f mergUlho, não podemos 
uma reciproca geral para este resultado 3.9.1. 
estabelecer 
Dado um mergulho f Mn ----+- RN M compacta, notamos que, 
l N =i n{n+3) = v(n,2) e a dimens~~ possive~l onde pode 
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ocorrer a nao singularidade de ordem 2 e e a dimensão máxima pos-
slvel (Little e Pohl [24]), onde pode acontecer de f ser jus-
ta e substancial. Achamos que seria interessante tentar ralacio-
nar, neste caso os conceitos para f, de: 
i) Não singularidade de ordem 2; 
ii) Propriedade dos dois pedaços; 
iii) Propriedade de ser justo (tight); 
iv) f(Mn) convexo. 
Para curvas fechadas no plano, (n=l) temos que (ii) 
e (iv) são equivalentes (Kuiper [191). Poderíamos observar 
(i) =:::;:. (iv). De fato, se (i) ocorrer, teremos que f(S 1 ) 
oval, pois a curvatura sera semnre positiva. 
(k(t) = f' (t) f" (t) 
" 0) 
I f' (t 1 I 3 
(iii) 
que 
e uma 
Para n = 2, temos (iv) ====> (iii) <!:::::::;> {ii) ~ i, mas 
(i) ~ (ii), como mostra o exemplo 3.8.7 junto com a proposição 
de Little e Pohl enunciada acima. 
Achamos que será interessante pesquisar outros relacion,:,men-
tos, impondo algumas restrições, envolvendo a não singu~idade de 
ordem 2 e estes outros conceitos de forte apelo geométrico. 
' 
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-6 e de. onde.m p. 
3 .lO .1. PROPOSIÇÃO. A ap.CA..caç_ao de. V e.Jto 11e-6 e. pad~tão 
ltomo:te.:U_a:-
n 
x:S----+ 
i) !!ir) ~ 1 X: Sn(r) ----+- s\J(n,p) (...E_) e um'a -i.m etr..6 ão 
IP rp-1 IP 
ii) Pa!la p paiL, lÇ(r): Sn(r) --+ Sv(n,p)-l(a) induz uma 
me_L't-i.a no ptr.oje.tivo. 
Vamos considerar a a.plicaçi=ío padrão definida em S{r), esfe-
ras de raio r :-
X ----:-- x{v) r, = vt: 
D:::tdos n u E S (r), v e w E n TS (r), 
u 
temos, de 3.5,.5 e 3.3.2:-
(x' (u)v, x' (u)wl p-1 p-1 =<pu v,pu w) 
2 
~ p 1 p-1 -, [(p--1)! (u,u) • <v,w) p. + 
p-2 + (p!- (p-1)!) {u,u> • <u,v) (u,w>J 
Como < u, v> = < u, w > -- O , temos 
portanto, 
< x' (u)v, x' (u)w> 
1 
x (r) = --"'cc-'C X p-1 
r 
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p • r 2 (p-1 ) (v,w) e 
n S (r) --+-
e uma imersão isométrica. Para p 1mpar x é uma isometria. Pa-
ra p par, x(r): Sn(r)- Sv(n,p)-l(a), induz uma isometria no 
espaço projetivo (com a métrica induzida de Sn). O raio a da es 
fera de chegada pode ser obtido com o E dado em 3.5.2, a 
3.10.2. Tomando p = 2 na proposição anterior temos 
n 
.; -
n+l e obtemos imersões isométricas: 
a 
x (r) = 1 
/2r 
X 
n S ( r ) ------+-
n{n+3)-l (I_ 
;p In~ 1 ) · 
Para p = 2 e n = 2 , 
x (r) = 1 
/2r 
X 
r 
= 
r 
nos dará as expressoes clássicas para a variedade de Veronese. 
i) Tomando r = 2 , obtemos 
E • 
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X(21 ~ l 2 X = S (2) ---+-
Partindo da expressao da Veronese padrão em coordenadas cartesia-
nas dada ao final de 3.2.2, e compondo com a homote~tia, chegamos 
a 
2 
X -2 
4/3 
x
2
x.,, 
. ' ' 
que é uma expressao clássica para a variedade de Veronese. (Derd-
ziiiski I 7 ) I. 
ii) Para r = /3, obtemos outra expressao conhecida para a 
Veronese:-
:><:ll:n l s2 113 J ~ s 4 (11 = - X 
lb 
2 2 2 2 2 
X (/31 (xl,x2,x3) 
x2x3 xlx3 xlx2 xl- x2 x 1 + x 2 -· 2x2 
I ' = (-, 13 13 13 2/3 6 
que e tuna imersão isométrica de s 2 (/3) com curvatu:t:"a normal cons 
tante 2 
= 3 (isometria do 
Asperti, ( 2 J, pag. 38). 
~.vjetivo) (Chern-Carrno-Kobayashi. [ J ou 
3 .lO. 3 - Nosso objetivo agora G ver quem sao as geodÊ~sicas da va-
riedade de Veronese de ordem p, p par:-
X = !'(l) = 
(E dado em 3.5.2). 
1 
IP 
X 
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8n --+ 8v(n,p)-l(~) 
IP 
Estas geodésicas sao imagens por x de grandes circulas de Sn: 
onde e são ortonormais, o que poderá ser identifi-
cada com a variedade de Veronese de dimensão um e ordem p . Este 
é o motivo pelo qual passaremos a estudar a Veronese padrão de di 
mensão 1 e ordem p , p par. 
Já vimos em 3.2.1 que, para p = 2 X 
imersão, onde percorremos duas vezes s 1 . 
Temos então que a imersão isométrica, 
X = 
l 
12 
X 
l 
87 n(n+3)-l(/ n 
2(n+1) 
restrita aos grande circulas de Sn e dada por 
) ' 
x(cos t v 1 + sen t v 2 ) _ !(cos 2t, sen 2t) 
e portanto percorremos uma circunferência de raio 
Como temos a isometria 
l 
2 
wna 
duas vezes. 
' 
• 
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X 
n p -·+v 
V com a métrica induzida de 
in (n+3) 
R , as geodé:::,icas de V sao 
imagem dos grandes circulas de sn 
Do que observamos acima e do fato que ~(v) = ~(w) <;:;:>v = ± w, 
podemos concluir:-
3.10.4. PROPOSIÇÃO. Aõ gcod,óicaó de 
(n+3) -1 --
( 1 2nn+2 ) ' x(v) = v o 
V = R {Pn), x -- 1 x 
2 
= ! Vado~ doi~ pontoJ de V exi~te. uma ~nic.a geod~~iea pa~6ando 
polt ele..6 e um do~:, cUtc.o.6 de.~:,.ta <>ÍJr.c.un6e.nêne.ia minim-Lza a dJ...ótâ.nc.ia 
Este resultado já é conhecido (Derdzinski [ 7] ), soque numa 
demonstração muito longa, envolvendo as coordenadas cartesianas da 
variedade de Veronese de ordem 2. Naquele trabalho, M é dado como 
exemplo de subvariedade d( uma esfera sk = S. 
M não homeomorfa a Sn, mas satisfazendo a propriedade 
p, 
em M. 
3.10.5. Nosso objetivo agora 6 o de estender a proposição 3.10.4 
para o caso p genérico. Vamos olhar com detalhe o caso p = 4. 
Como observamos em 3 .lO. 3, as geodésicas são j_magens de gra~ 
des círculos de Sn. Vamos então estudar:-
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X x(v) 4 ~ v 
Portanto, de 3.4, 
x 1 = cos t x2 = sen t 
Observamos que: 
2) cos 
3) sen 2t 
4) cos 
5) sen 4 t = 2 sen t + c os 
Portanto, a transformação linear 
T : R5 --+ R5 , dada por 
T(x(cos t, sen t)) = (cos 2t, sen 2t, cos 4t, sen 4t, 1}. 
.. 
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Observamos que 
1 -1 o o o 
o o 1 o 1 
[T ] ~ 1 1 o -6 o 
o n 2 o -2 
1 l o 2 o 
16 
e uma matriz de linhas ortogonais. Normalizando estas linhas, to-
mamos um isomor ~:i.srno isométrico J : R5 ---+ RS, e tal que 
J(x(cos t, sen ti I ~ (_l_ c os 2t, 1 sen Zt, l cost 4t, -
/2 /2 18 
1 4t, ;l sen 
"' 
8 
,s 
Ou seja, J ~ u1n movlme.n~o nlgida que leva a ve4one.Ae padnao 
n = 1, p = 4, n.a c.u!t.va de. .tipo (1,2) no .taJto c.ha.to 
c s
3 (E) pe.nc.oJtJtido dua6 veze~. 
3.10.6. Vamos ainda observar com detalhes a curva de Veronese pa-
drão de ordem 6 antes de a-; scutirrnos o caso geral:-
X De 3.4.1, 
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' II5 
Vamos mostrar que exist~ um isomorfismo isométrico em R7 
tal que 
x(cos t, sen t) ~ (a cos 2t, a sen 2t, b cos 4t 1 b sen 4t, 
, c cos 6t, c sen 6t, d). 
Observamos que 
2} cos 2t 
3) sen 2t 
4) cos 
5) sen 
3 
II5 
X == COS t 1 x2 = sen t, 
1 
16 
5 5 
=u +u ---u ---u =v l 2 II54 II56 3 
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Portanto , T : R 7 ----------r R 7 dada por 
T(u1 , ... ,u7 ) = (v1 ,v2 , •.. ,v6 , 1) 
que tem por matriz, 
1 -1 o 
o o 2 -
/2 
[T] = 1 l o 
o o 4 -
/6 
1 -1 o 
o o 
l l o 
1 
--
/I5 
o 
-5 
/I5 
o 
-/IS 
o 
3 
/15 
o 
2 
15 
o 
o 
o 
-120 
o 
1 
--
/I5 
o 
-5 
--
/I5 
o 
+/IS 
o 
3 
/I5 
o 
2 
-
/6 
o 
-4 
-
/6 
o 
o 
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-e tal que 
Tx(cos t, sen t) (cos 2t, sen 2t, cos 4t, sen 4t, 
cos 6t, sen 6t, 1). 
Notamos novamente que as linhas de [T] sao ortogonais. Nor-
malizando-as obtemos o isomorfismo-isométrico T': R7 --4 R7 , que 
leva a variedade de Veronese de dimensão 1 e ordem 6, na curva do 
tipo(l.2.3) no toro chato, 
do percorrido duas vezes:-
T' (x (cos t, sen t) ) (/IS cos 2t, /I5 sen 2t, 13 4t, = c os 
4/2 4/2 4 
13 
sen 4t, l cos 6t, l sen 6t, 15) 
' 
-- --
4 4/2 4/2 4 
Os exemplos 3.10.5 e 3.10.6 nos sugeriram o seguinte Lema:-
3.10. 7. LEMA. Pana p pa!I, a ap.tic.ação de_ V(I_Jtone.J.d2. padJtão x s 1---+ 
~, oPR2 ~ Rp+l, x(v) = vP, - " d Í. l 2 E 
------r e. uma c.u.,~va o c-A..PO I , •• o I 2 num 
toflo c..hato X , , , X num hJ.pe.npi.a110 
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-e, x(cos t, sen t) _ (a1 cos 2t 
a a 
a 1 sen 2t, ... , I cos pt,} sen pt, O). 
Uma demonstração baseada no esquema dos exemplos 3.10.5 e 
3.10.6 parece envolver muitos cálculos. Acreditamos que o forte 
argumento geométrico (ii) que utilizamos na prova que se segue 
possa ser substituido por outro intrinseco da Veronese. 
que 
Tx(cos t, sen t) = (cos 2t, sen 2t,~ .. ,cos pt, sen pt, 1). 
Para provar Jsto, basta observarmos que, corno procedemos nos 
exemplos 3 .lO.~~ e 3 .lO. 6, é sempre posslvel dar cos kt e sen kt 
k par, 2 < k ..::_ p, corno polinômios homogêneos de grau p em x 1 e 
x 2 , x 1 = cos t, x 2 = sen t. 
Isto permjcirá expressar cos kt e sen kt, como combinação li 
near das coordenadas de Veronese e utilizamos estas mesmas combi-
naçoes para dar as coordenadas de uma aplicação linear 
T: Rp+l ------4-- Rp+l (A última das coordenadas de T e dadü pela equ~ 
ção do hiperplano H que contém x(S1 )). Temos .então que 
Tx(cos t, sen t) = (cos 2t, sen 2t, ••• , cos pt, sen pt, 1). 
Esta aplicação linear tem que ser um isomorfismo. Isto decor-
r e do fato que x e na o singu leu:.- de ordem p ( 3. 6. 2) e, portanto, 
substancial em H. Como a c0mposta Tx também é p-re9ular (veja 
2.3.3), ela é substancial no hiperplano 6 dado por = l. 
Logo, T(H) =G. 
lll 
Seja H = v0 + s1 onde v0 é normal a H, s1 subespaço. G = 
= t(v0 ) + T(S1 ). Corno G não passa pela origem, t(v0 ) ~ T(s1 ), sen 
do T injetiva em s 1 , concluirnos que T é isomorfismo. 
ii) Ex_{_.õ:te um mov.Lme.n:to Jr..:Z.g.-tdo e.m Rp+l que feva. a c.unva de 
Ve!tone.-6e. de oJtde.m p numa geodê.-6ic.a de_ um :tofto c.ha;to do RP, 
o (t) = b 2t, ... ,ancos b t, ~ ~ 
sen b t) 
E 
2 
Para verificar a afirmação (ii) vamos recorrer a proposição 
3.5.7:- Existe um movimento rigido em p+l R que leva a curva de 
Veronese nela mesma {S0(2) atua transitivamente por isometrias do 
espaço ambiente na curva de Veronese) . Então as curvaturas 
k
1
, .•. ,kp (veja 2. 4 ) tem que ser constantes em todos os pontos de 
curva. Sem se preocupar com economia de argumentos, vamos usar o 
teorema 2.8 de do Carmo e Barbosa [ 3 ] , que afirma que urna curva 
com curvaturas constantes em R2k só pode ter, a menos de movimen 
to rigido, a expressao acima. 
iii) Das afirmações i) e ii) concluimos nossa demonstração. 
Observando melhor, vemos que o lema 3.10.7 pode ser adaptado 
para o caso p impar:-
3.10.8. LEMA. Paha p :Z.mpah, a c_ur.va de Ve.Jto11e..6e. padnão l X: S ---+ 
- Rp+l, x(v) = VP, - d é' l 3 5 é h é 
- ~ e o ~~po , , , ... ,p num ~alto c_ a~o 
X • • • X 
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x(cos t, sen t) 
cos pt, aE:':l 
2 
sen pt) . 
A afirmação i) da demonstração do lema anterior, tem que ser 
modificada:-
;ta.t que. 
Tx(cos t, sen t) = (cos t,sen t,cos 3t,sen 3t, ... ,cos pt,sen pt) . 
• 
Os argumentos de i) do lema 3.10.7 podem ser aplicados se 
lembrarmos que 
a) cos kt e sen kt, para k Ímpar, k < p, também podem ser da-
dos em polinômios homogêneos d0 grau p em x1 e x 2 , x1 ~ cos t 
x 2 = sen t. 
Isto garantirá, como em 3.10.7, a existência de T linear sa-
tisfazendo a condição acima. 
b) para p 1rnpar, x é substancial (veja 3.5.3), ou seja o 
b d X(snl su espaço gera o por é todo Rp+l. A aplicação 
Tx(cos t, sen t) = (cos t, sen t, ... , cos pt, sen pt) 
substancial em Rp+l, pois é nâo singular de ordem p+l 
~.3.3), Isto obriga T ser isomorfismo. 
ii) Idªntico a ii) de 3.10.7_ 
composta 
também -e 
(veja 
iii) Juntando i) e ii) concluirnos nossa proposição. 
3.10.9. Como exemplo para o lema anterior,tornemos p = 3 , 
; 
x(v) = v 3 
(de 3.4.2). 
O isomorfismo T R4 ___,._ R4 , dado pela matriz 
13 
2 
o 
l 
2 
o 
e tal que 
Tx(cos t, sen t} 
o 
13 
2 
o 
l 
2 
= (IJ 
2 
o l 2 
l o 2 
o -IJ 
-2-
-13 o 
-2-
13 
cos t, 2 sen t, l 2 cos 3t, l 2 sen 3t) 
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n n l 
x: S ------>- S (-) (3.10.1), as ges:'_ lp Dada a imersão isométrica 
désicas em ~(Sn) =V, sao imagens dos grandes círculos de Sn, as 
quais são identificadas com as curvas de Veronese de ordem p. Dos 
lemas anteriores, temos a seguinte proposição: 
l 
x=-3.10.10. PROPOSIÇÃO. Dada a imersão isométrica 
IP 
e a variedade de Veronese v - sv (n,p) (_!__), n X ( S ) 1 
IP 
temos:-
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i) Pa~a p lmpah, (V ~ i~om~tni~a a Sn) a~ geod~~icaA de V Aao 
c.tutva.6 a do tJ..po 1, 3, ... , p n_um :toJto chato de um nu.be.ópaço a&im de 
d-Cmen..oão p+l. (a (t) = (a1 cos t, a 1 sen t, a 2 cos 3t, a 2 sen 3t, ... , 
,aP+l cos pt, 
2 
a]2:l:l sen pt I I . 
2 
Vu.a.o deAta.6 geod~Aic.at .oe inteJtAec.c.ionam em doiA ponto.6. (Im~ 
gc.m de ponto.6 an_tlpoda.o). 
ii) PaJta p palt (V i.oom~tJtic.a a P"l, aA geod~Aic.a.6 de v= ~(Pn) c 
c sv(n,p)-l(a) .oão eu.Jtva.6 a do tipo 1,2,3, •.. ,~ num toJto chato 
de um Aubenpaço a6im de Rv(n,p) . 
,a 
E 
2 
cos P.. t 2 ' a D 
2 
sen ~ t) 
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